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1. Wstep

W fizyce chmur szerokie zainteresowanie wzbudza obecnie teoria powstawania
cieptego deszczu. Problem genezy opadu z chmur, w ktorych nie wystepuje faza lodowa nie
jest jak na razie zadowalajaco wyjasniony. Teoria przedstawiona przez F. Bergerona przeszto
50 lat temu wyjasnia proces powstawania opadu w chmurach mieszanych, jednak nie
funkcjonuje ona dla chmur zawierajacych jedynie kropelki wody. Z taka sytuacja mamy do
czynienia np. w chmurach konwekcyjnych, w ktoérych w strefie tropikalnej opad moze
powsta¢ w ciagu kilkunastu minut . Na aktualnym poziomie naszej wiedzy nie jestesSmy w
stanie wyjasni¢ poszerzania si¢ waskiego poczatkowo widma kropel chmurowych tak aby
powstaty w chmurze duze krople mogace juz zapoczatkowac proces koagulacji. Istnienie
duzych kropel we wstgpnej fazie istnienia chmury mozna ttumaczy¢ istnieniem tzw.
gigantycznych jader kondensacji. Jednak istnienie takich jader obserwuje si¢ jedynie w
aerozolu pochodzenie morskiego. W zwiazku z tym poszukuje si¢ innych mechanizméow
odpowiedzialnych za poszerzenie widma kropel do momentu az proces sedymentacji kropel
doprowadzi do intensywnej koagulacji.

Obecnie istnieje wiele hipotez probujacych opisa¢ poszerzenie widma krople
chmurowych. Zaliczy¢ do nich mozna procesy mieszania i wciggania powietrza z otoczenia
chmury. Ostatnio jednak najwigksza uwage badaczy przyciaga turbulencja i jej wptyw na
widmo kropel.

W niniejszej pracy przedstawiony jest opis ruchu kropel w obszarze wirow
wystepujacych w skali Komogorowa. Istnienie takich wiréw potwierdzono w symulacjach
numerycznych oraz w eksperymentach laboratoryjnych. Pomimo tego ich struktura jest jak na
razie stabo poznana. Opisujemy ruchu kropel w obecnos$ci pojedynczego wiru biorac takze
pod uwagg efekt rozciagania wiru. Badam dwa modele wiréw: wir Rankine’a oraz wir
Burgersa w roznych ustawieniach w stosunku do sily grawitacji.

Pokazano, ze obecno$¢ wiréw w chmurach modyfikuje poczatkowy rozktad kropel.
W obszarze wirdw powstaja strefy o duzych kontrastach koncentracji kropel. Rozktad
przestrzenny kropel w chmurach w obecnos$ci ruchéw wirowych nie jest przypadkowy.
Krople skupiaja si¢ w obszarach o niskiej wirowosci powodujac lokalnie wzrost ggstosci.
Rozciaganie wiru oraz sedymentacja kropel powoduja sortowanie kropli o r6znej wielkosci.
Tworza one charakterystyczne skupiska w obregbie ktorych wystgpuja krople o zblizonych
rozmiarach. Obszary te maja ksztalt wyciagnigtych rurek rownolegtych do osi wiru. Czas
formowania sig takich struktur jest bardzo kroétki, dla kropel o promieniu 10 um wynosi kilka
milisekund.

Niniejsza praca ma nastgpujaca strukturg. W rozdziale 2 przedstawiony jest w zarysie
problem powstawania ,,cieptego deszczu” w §wietle ostatnich prac naukowych. Rozdziat 3
poswigcony jest skalom ruchow turbulentnych jakie wystgpuja w chmurach. W rozdziale 4
przedstawione sa wyj$ciowe rownania ruchu kropel w chmurze oraz ich przyblizenia
stosowane w dalszej czg$ci pracy. Kolejny rozdziat zawiera analizg ruchu pojedynczej kropli
w poblizu wiru Rankine’a . Przedstawione sa w nim ruchu kropli w dwoch obszarach:
wewngetrznym, gdzie wirowos$c jest stata r6zna od zera oraz zewngtrznym dla ktorego jest ona
réwna zero (wir punktowy). W paragrafie tym rozpatrywane sa ponadto ruchy kropel w
poblizu wiru punktowego, ktoéry jest rozciagany. Rozwazane sa dwa przypadki: pierwszy, gdy
wir rozciagany jest w kierunku pionowym oraz drugi, gdy rozciaganie wiru odbywa si¢ w
kierunku poziomym. W tym ostatnim przypadku istotny staje si¢ wplyw grawitacji na ruch
kropel w ptaszczyznie prostopadtej do osi wiru. W rozdziale 6 rozwazamy sytuacje kiedy
mamy do czynienia z wieloma kroplami. Badamy koncentracje kropel w poblizu wiru
punktowego oraz w obszarze wiru o statej wirowos$ci. Gtéwna uwage zwracamy na ewolucjg



gestosci kropel w ptaszczyznie prostopadtej do osi wiru oraz na rozktad przestrzenny kropel
w zalezno$ci od ich rozmiardéw. Nastgpny rozdziat (7) poswigcony jest opisowi ruchu kropli
w obszarze wiru Burgersa. Rozwazane sa trzy przypadki takiego wiru: wir pionowy, wir
pionowy poddawany rozciaganiu oraz wir poziomy poddawany rozciaganiu. Rozdziat 8
zawiera opis gestosci powierzchniowej kropel w wyzej wymienionych przypadkach.
Obliczenia numeryczne przestrzennego rozkladu kropel wykonane zostaly dla kropel
jednakowych oraz dla kropel zroznicowanych o zadanym widmie. W kolejnym rozdziale
zamieszczone jest podsumowanie wynikéw uzyskanych w ramach tej pracy.

Pragne wyrazi¢ podzigkowanie dr Konradowi Bajerowi oraz za
wnikliwe przeczytanie pracy i konstruktywne uwagi pomocnicze w jej
napisaniu, jak rowniez dr Szymonowi P. Malinowskiemu za uwagi
merytoryczne i sugestie, ktore przyczynily si¢ do poprawy ukladu pracy jak
i lepszego ujecia tresci fizycznej opisywanych zjawisk.



2. Problem powstawania ,,cieptego deszczu”

Problem poszerzenia widma kropli w chmurach, ktore prowadzi do powstania opadu
jest jednym gtéwnych zagadnien w fizyce chmur nierozwiazanych do chwili obecnej. Procesy
odpowiedzialne za pojawianie si¢ kropel chmurowych sa jak na razie stabo poznane. Nie
wiadomo doktadnie jakie procesy fizyczne sa odpowiedzialne za powstawanie cieptego
deszczu.

Proces kondensacji i dyfuzji pary wodnej prowadzi w obecnosci typowych jader
kondensacji do powstania waskiego widma kropel. Wzrost kropel, poczatkowo szybki, z
czasem jednak staje si¢ malo wydajny. Prowadzi to do stagnacji widma kropel, ktorego
parametry fizyczne zaleza od przesycenia powietrza para wodna oraz rozmiaru
zaktywizowanych jader kondensacji. Tak powstale krople w chmurach sa bardzo mate, ich
typowe rozmiary nie przekraczaja kilku mikrometréw. Dalszy ich wzrost wskutek
koalescencji jest niemozliwy poniewaz wspotczynnik wychwytu kropel jest bardzo maly.
Intensywny wzrost wystepuje dopiero dla kropel, ktérych promien jest wigkszy od 20 pm .

Obecnos¢ takich kropli w widmie mozna stwierdzi¢ sporadycznie jedynie w aerozolu
pochodzenia morskiego, ktory zawiera tzw. jadra gigantyczne. Zwykle jednak w widmo
chmurowe powstate w wyniku kondensacji nie zawiera kropel mogacych zapoczatkowaé
proces koalescencji. Ostatnio uwage uczonych absorbuje wplyw turbulencji na poszerzenie
widma kropel.

Stosunkowo duzo wiemy o ruchach kropel w nieruchomym powietrzu (Pruppacher i
Klett 1978) za$ duzo mniej w obecnosci turbulencji. Jednymi z prekursoréw tego zaganienia
byli Ivanovskij i Mazin 1960, Smirnoff (1969) oraz Maxey i Corsin (1986). Badali oni
osiadanie matych, sferycznych czastek pod wptywem grawitacji w periodyczo-komorkowym
polu predkosci. Pokazali oni, ze krople o matej bezwladnosci w stabym polu predkosci maja
tendencje do gromadzenia si¢ wzdluz separatrysy. Studia nad ruchem duzych czastek
wewnatrz turbulentnego pola predkosci byly prowadzone przez Squires’a 1 Eatona (1991),
Funga (1993) oraz Wanga i Maxeya (1993). Prace te byly poswigcone wptywom turbulencji
na osiadanie czastek aerozolu.

Problem wptywu turbulencji na wspotczynnik wychwytu byt analizowany przez
Almeide (1976). Pokazatl on, ze wspdiczynnik wychwytu wzrasta szybko ze wzrostem
intensywnosci turbulencji. Efekt ten jest szczegolnie widoczny dla kropel o promieniu r<30
um, ktére na swojej drodze zbieraja mniejsze krople. Duze krople nie podlegaja wyraznie
temu efektowi ze wzgledu na ich duza bezwtadnos¢. Gldwna wada teorii Almeidy bylto
zatozenie inercyjnego rezimu turbulencji i wynikajace stad funkcji korelacji predkosci dla
matych kropel, gdy w rzeczywistosci nalezy bra¢ pod uwage fluktuacje predkosci w rezimie
lepkim. Wynika to z faktu, ze w przypadku matych odleglosci pomigdzy kroplami (kilka
promieni kropli) istotne dla procesu zderzania kropel staja si¢ korelacje predkosci na
niewielkich odlegtosciach.

Przez wiele lat brak byto praktycznych eksperymentow potwierdzajacych lub
obalajacych modele teoretyczne koalescencji. Problemem byto wytworzenia pola predkosci o
dobrze okreslonym spektrum energii turbulencji, ktére mogtoby sprzyja¢ wzrostowi kropel
przez ich zderzanie si¢ ze soba. Jedna z nielicznych byty prace Woodsa (1972) i Balcera
(1981). Pierwszy z nich badat spadek kropli przez obszar pionowego gradientu predkosci
powietrza ograniczony do warstwy kilku milimetrow. Taki przeptyw trudno uznaé za
zadowalajacy model turbulencji w troposferze.



Balcer umieszczal w pionowym tunelu mate krople, ktore zderzaty si¢ z wigksza kropla
zbierajaca. Autor pokazal, ze wspotczynnik zderzeniowy kropel jest bardzo czuty na
wzgledne predkosci pomiedzy kroplami.

W ostatnim czasie pojawily si¢ prace, w ktorych autorzy przedstawili wyniki modeli,
prowadzacych do poszerzenia si¢ widma kropli w chmurach w obecnosci turbulencji. Jedna z
nich jest praca Pinsky’ego i Khain’a (1997 I, 1997 1I), ktoéra dotyczy wzrostu kropli
chmurowych poprzez koalescencje. Autorzy przedstawiaja mechanizmy powstawania
wzglednych predkosci kropel w jednorodnej 1 izotropowej turbulencji. Zaliczaja do nich
bezwtadno$¢ kropel, grawitacje oraz gradient predkos¢ powietrza z wysokoscia. Opis ruchu
turbulentnego uwzgledniat zaré6wno rezimy lepkos$ciowy jak 1 bezwladny. Wzgledne
predkosci kropel jak pokazali autorzy bardzo zaleza od rozmiaréw kropel oraz intensywnosci

turbulencji. Nawet dla stabej turbulencji (¢ =10 c¢m’s™) typowej dla chmur stratus
wzgledne predkosci kropel o promieniu 7 <30 um sa rzedu 30% wartosci uzyskanej w

wyniku grawitacyjnego opadania. Przy silniejszej turbulencji (& =100 cm’s™)
charakterystycznej dla matych chmur typu cumulus réznice predkosci kropel sa dwukrotnie
wigksze niz wywotane sedymentacja. W chmurach konwekcyjnych bardziej rozwinigtych,
gdzie turbulencja jest wigksza, wzgledne predkosci kropel sa 5-7 razy wigksze. Wyniki takie
uzyskano w losowym polu predkosci i na ich podstawie mozna stwierdzié, ze turbulencja ma
istotny wptyw na formowanie si¢ wzglednych predkosci kropel. Wobec tego proces
koalescencji jest znacznie wydajniejszy niz w przypadku, gdy zderzenia kropel sa jedynie
wynikiem roznych predkosci ich opadania. Klasyczne teorie koalescencji opisywane sa przez
wz6r na tzw. jadro koalescencji, ktore okresla liczbg potaczen kropli duzej z matymi w
jednostce czasu:

k(m;,m;) = n(r, + rj)ZE(mi,mj)|AVt

, 2.1)

gdzie

r,, 1; promien kropli i oraz j

m;, m; masa kropli i oraz |

E — wspotczynnik wychwytu

AV, - wzgledna predkos¢ graniczna opadania kropli (terminal velocity)
Autorzy zaproponowali nowa formulg¢ uwzgledniajaca réznice predkosci kropel
spowodowane turbulencja,.

JAVX +(R,)AV, I 2.2)

k(m;, m;) = n(r, +rj)2E(mi>mj)

gdzie:

AV' , . L . L . .
R; = KA za$ AV' jest wzgledna warto$cia fluktuacji predkosci kropli i oraz |

t

Powyzsze rownanie byto punktem wyjsciowym do obliczen numerycznych ewolucji widma
kropel chmurowych. Autorzy nie uwzglgdnili wplywu turbulencji na wspotczynnik
wychwytu, ktory w obu rownaniach miat taka sama posta¢. Wydaje si¢ jednak, ze jest to
wazny problem, poniewaz teorie klasyczne daja zerowa warto$¢ wspotczynnika wychwytu dla

kropli z ktorych przynamniej jedna nie ma promienia wigkszego od 18 um . Problem ten byt
studiowany przez F.C Alemeide (1979).

Wyniki obliczen numerycznych ewolucji widma kropel (Pinsky , Khain (1997))
przedstawia rysunku 2.1 1 2.2. Poczatkowo widmo kropel byto centrowane na r=10 um. Czas



formowania sie kropel opadowych (r =100um ) wynosit 10 min przy & =200 cm’s™ oraz
okoto 20 min przy € =50 cm”s . Przy braku turbulencji krople opadowe nie pojawily sie a
widmo nie ulegato praktycznie zmianie.

Autorzy do obliczen przyjeli do$¢ szerokie widmo poczatkowe kropel, w ktérym
niewatpliwie znajduja si¢ krople o promieniu wigkszym od 20 um. W takim przypadku
réowniez klasyczne teorie koalescencji prowadza do wzrostu kropel. Dla takiego
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Rysunek 2.2 Widmo kropel po 20 minutach (Pinsky , Khain (1997))

widma turbulencja przyspiesza proces taczenia si¢ kropel w wigksze, pozostaje jednak bez
odpowiedzi pytanie czy turbulencja moze spowodowac poszerzenie si¢ waskiego widma
kropel, takiego jak powstaje we wezesnym stadium rozwoju chmury? Bez oszacowania
wptywu turbulencji na wspoétczynnik wychwytu odpowiedz na to pytanie jest niemozliwa.

Zasadniczo inne podejscie do problemu zaproponowal Raymond Shaw (1997) w
swojej pracy. Autor przedstawit wplyw turbulencji na poszerzenie si¢ widma kropel podczas
ich wzrostu wskutek kondensacji. Tym razem turbulencja modelowana jest w postaci wir6w
powietrza zlokalizowanych w sposdb losowy. Wykorzystano model wiru Rankine’a tzn. wiru,
ktory blisko swojej osi obraca si¢ ze stala predkoscia katowa, za$ daleko predkos¢ jest taka
jak dla wiru punktowego. Shaw pokazal, ze krople zostaja szybko wyrzucone z obszaru wiru 1
dalej juz wolno oddalaja si¢ od niego. Wnioskuje z tego, ze w obszarach chmury o duzej
wirowosci koncentracja kropel jest duzo mniejsza niz w obszarach o niskiej wirowosci.
Regiony o duzej wirowosci pozbawiane sa kropel wobec tego jesli porcja takiego powietrza
wznosi si¢ do gory wystgpuja wystgpuja w niej przesycenia. Sytuacja taka wystgpuje dopoki
nie zaktywizuja si¢ nowe jadra kondensacji. Na podstawie tego autor stwierdza, ze krople
poruszajac si¢ przez obszar chmury znajduja si¢ w obszarach o réznych przesyceniach
powietrza. Wobsza =~~~ ° wirowoS$ci wzrost kropel ze wzgledu na warto$¢ przesycenia
bedzie intensywny.

Model stosowany przez autora zawiera trzy podstawowe czesci: ewolucja przesycenia
w chmurze, aktywacja kropel oraz ich wzrost przez kondensacje. Zmiana przesycenia s w
czasie opisywana jest rOwnaniem:

[um]

% —aw—psYr, 2.3)

gdzie: w- predkos¢ pionowa powietrza, zas a., 3 stale

Wzor ten okresla zmiany przesycenia, wywotane ruchami pionowymi powietrza oraz
kondensacja pary wodnej na kropelkach.

Wzrost kropli opisywany jest w tym modelu wzorem:

dr Gs
—=—, 2.4
dt r 24)

gdzie G jest stala.
Poczatkowy promien kropli w mikrometrach opisuje formuta Twomeya:

~0.0145

T,
0 2/3
S

(2.5)

za$ liczba zaktywizowanych kropel za§ wyraza si¢ wzorem:
Ny = Cs*, (2.6)
gdzie C ik sa statymi.

Rozwiazanie rownania wzrostu kropli (2.4) wskazuje na powolny wzrost kropli przy
zatozeniu statej wartosci przesycenia. Jednak w obszarze turbulentnym warto$¢ przesycenia



nie jest stata, co prowadzi do zalezno$ci intensywnos$ci wzrostu kropli od jej potozenia w
chmurze. Autor przyjal do obliczen typowe warto$ci stalych wchodzacych w sktad
powyzszych rownan 1 predkos$¢ pionowa rowna 2 m/s. Rozmiar wirOw powietrza
wynosit107, gdzien jest skalg przestrzenng Komogorowa (wzor 3.1). W modelu zmieniana
byta rowniez intensywnos$¢ turbulencji poprzez zmiang tempa dysypacji energii ¢ . Wyniki
obliczen po czasie t=150s przedstawiaja rysunek 2.3. Gérny wykres przedstawia widmo
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kropel w przypadku gdy czas zycia wirow wynosit 7, =5 s. Pozostate wykresy dla czasow

rownych odpowiednio 101 15 s. Widmo kropel w przypadku bardzo stabo rozwinigtej
turbulencji jest waskie. Wzrost turbulencji powoduje znaczne poszerzenie widma z
Rysunek 2.3. Widmo kropel po czasie t=150 s w zaleznosci od tempa dyssypacji energii € oraz czasu istnienia

wirow T, (Shaw 1997)

jednoczesnym przesunigciem si¢ jego maksimum w strong mniejszych kropelek. Obecnos¢
kropel o bardzo zr6znicowanych urozmaiconych rozmiarach wynika z fluktuacji przesycenia
w chmurze 1 zwiazane z nimi zro6znicowana szybkoscia wzrostu kropel. Wzrost kropel jak
wynika z przedstawionych wykreséw zalezy od czasu zycia struktury koherentnej wiru.

Autor nie przedstawia dalszej ewolucji pola kropel chmurowych, a wigc ich wzrostu
przez koalescencje, jednak wskazuje, ze w tym przypadku, w poréwnaniu z sytuacja
klasyczna, mechanizm koalescencji doprowadzi¢ moze do szybszego ich wzrostu. Z pracy
Shaw’a wynikaja trzy istotne wnioski. Po pierwsze, ze rozktad kropelek w chmurze nie jest
losowy, wystepuja znaczne fluktuacje przesycen powietrza para wodna. Po drugie, po
stosunkowo krotkim czasie (2.5 min) widmo kropel staje si¢ znacznie szersze niz pod
nieobecnos¢ wordéw. Po trzecie czas zycia wirow dla ktorych ten efekt odgrywa role jest
niewielki i wynosi kilka lub kilkanascie sekund.

Rozktad przestrzenny kropel we mgle byt studiowany przez A. Kozikowska 1 K.
Hamana. (1984). Praca ta powstata na podstawie pomiaréw rozktadu kropelek przy uzyciu
hologramu. Wyniki przeprowadzonych eksperymentoéw byly porownywane z losowym
rozktadem Poissona. W przypadku waskiego widma kropel hipoteza rozktadu losowego
zostala zadowalajaco potwierdzona. Jednak dla szerszych widm (o szerokosci kilkanascie



mikrometrow) wyniki sa bardzo watpliwe. Autorzy stwierdzaja, ze jest to efekt pojawienia si¢
klastrow kropel. Wynika stad, Zze dalsze badania koalescencji powinny by¢ prowadzone przy
zatozeniu nielosowego rozktadu kropli a nie jak dotad kropel roztozonych przypadkowo.

3. Skale ruchéw turbulentnych.

Ruch turbulentny plynéw charakteryzuje si¢ w kazdym punkcie nieregularnymi i
nieuporzadkowanymi zmianami predkosci w czasie. W chwili obecnej nie istnieje jeszcze
petna ilo$ciowa teoria turbulencji. Znane jest jednak wiele waznych wynikoéw jakosciowych
uzyskanych dzigki analizie wymiarowej. W dalszej czg$ci interesowac nas bedzie ruch w
malej skali, w ktorej decydujacy wptyw ma lepko$¢ powietrza. Przedziat skal turbulencji w
tym przypadku nosi nazwe przedziatu dyssypacyjnego. Zachodzi w nim najwigksza
dyssypacja energii kinetycznej. Zrodtem energii w tej skali jest strumien energii kinetycznej
skierowany z tzw. przedziatu energii poprzez przedzial inercyjny do przedziatu dyssypac;ji.
Ustala si¢ w ten sposob stan stacjonarny a turbulencja okre$lana jest jako statystycznie
stacjonarna. Eksperymenty laboratoryjne i numeryczne wskazuja, ze typowymi strukturami,
ktére dyssypuja znaczng czg$¢ energii sa dlugie i cienkie wtokna wirowe.

W obszarze dyssypacji mozemy na podstawie analizy wymiarowej okresla¢ skale
ruchu tzw. skale Komogorowa:

3 1/4
w= (V—J - skala diugosci 3.1)
€
v 1/2
T, = (—j - skala czasu (3.2)
€
V, =(ve) - skala predkosci (3.3)

gdzie: v jest lepkoscia kinetyczna powietrza, zas € oznacza tempo dyssypacji energii.
Wspolczynnik dyssypacji energii € zmienia si¢ w szerokim zakresie w zalezno$ci od rodzaju
oraz stopnia rozwoju chmury. Dla typowych chmur stratocumulus wynosi okoto =10 cm’ / s°
za$ dla matych chmur typu cumulus wynosi e=100cm’ /s’ . W silnie rozbudowanych

chmurach konwekeyjnych moze przekroczy¢ wartosé e=1000 cm” /s (Mazin i inni 1984,
1989).

Tabela 3.1 Typowe wartosci skal Komogorowa obserwowane w chmurach

€ u Tu V.
[cm?/s’] [mm] [s] [cm/s]
0.1 3.9 1.11 0.35

1 2.2 0.36 0.61
10 1.2 0.11 1.09
100 0.7 0.04 1.75




[ 1000 10.4 10.01 [4.0 |

Z powyzszej tabeli wynika, ze typowa skala przestrzenna wiréw wynosi Imm, skala
czasowa zmienia si¢ w zakresie od 0.01-1s. Przecigtna pregdko$¢ wynosi 1cm/s. Wzrost
intensywnosci turbulencji prowadzi do zmniejszania si¢ charakterystycznych skal czasowych
1 przestrzennych oraz wzrostu predkosci. Sytuacja taka odpowiada wzrostowi liczy Reynoldsa
1 poszerzeniu przedziatu inercyjnego energii. W tym przypadku lepkos¢ prowadzi do
destrukcji tylko bardzo matych wirdéw. Interesuje nas tutaj ruch kropel w chmurach, gdzie
tempo dyssypacji energii nie jest dobrze okreslone. Z powodu wystgpowania intermitencji
wielko$¢ ta moze znacznie zmieniaé si¢ w zaleznos$¢ od potozenia w chmurze. W zwiazku z
tym do typowe skale wirow w chmurach przedstawionych w tabeli 3.1 nalezy traktowac z
duza ostroznos$cia. Nie ma jak na razie pomiaréw chmurowych pola predkosci powietrza ze
wzgledu na trudnos$ci z pomiarami przeplywow w skalach milimetrowych w tych warunkach.
Zatem struktura pola predkosci w chmurach jest jeszcze wielka niewiadoma i trudno by¢
pewnym z jakimi ruchami mamy tam do czynienia.



4. Réwnania ruchu kropli chmurowych.

Rozwazmy ruch kropli poruszajacej si¢ w powietrzu o predkosci v, . Zaklada¢ bedziemy
kropla w czasie swojego ruchu nie oddziatuje z innymi kroplami. Réwnanie ruchu kropli ma
nastepujaca postac:

m - mg+E, +F, @.1)
dt

gdzie:

Fb = —mgp—a jest sita wyporu kropli (4.2)

w

—

F, jest sita oporu aerodynamicznego kropli, za$
m=V(p, + p7"")J'est masa efektywna 4.3)

gdzie V oznacza objgtos¢ kropli.
W dalszym ciagu bedziemy pomijali sit¢ wyporu kropli oraz przyjmiemy, ze masa efektywna
kropli jest rowna zwyklej masie ze wzgledu na relacjg:

Pa g (4.4)
Pw

Sita oporu aerodynamicznego Stokesa w ogo6lnosci ma postac:

- 1 L
F, = —EpaTCRZCd|V—Va (Vv-v,) (4.5)

za§ wspolczynnik oporu

24
C,=—/[1+f(Re
¢ Re[ (Re)] (4.6)
gdzie:
Re=2RPafg_g (4.7)
98

za$ f(Re) jest funkcja liczby Reynoldsa wyznaczong empirycznie przez Wang’a i
Pruppacher’a 1997. Dla matych liczb Reynoldsa f(Re)—0 i poprawke t¢ mozna pominac.
W tym przypadku sita oporu Stokesa znacznie si¢ upraszcza przyjmujac postac:

F, = —6mRu(v-v,) (4.8)



Ostatecznie roGwnanie ruchu ma postac:

mi—: =—6nRu(v—-v,)—mge, (4.9)



5. Ruch kropli w poblizu wiru Rankine’a.

Przechodzimy teraz do analizy ruchu pojedynczej kropli w obszarze odosobnionego
wiru w powietrzu. Zawirowanie to bedzie miato posta¢ wiru Rankine’a, w ktorym mamy dwa
roézne rezimy ruchu. W pierwszym, znajdujacym si¢ wewnatrz wiru predkos¢ katowa
powietrza jest stata a wigc powietrze wiruje tak jak bryla sztywna ,w drugim za$, predkos¢
powietrza jest taka jak od wiru punktowego. Profil predkos¢ takiego wiru mam wigc postac:

o I<T,
V= CZ* (51)
T e 127

gdzie c,, ¢, sa stalymi takimi aby byta zapewniona ciagto$¢ predkosci na granicy wiru, czyli
w 1,. Taki model wiru jest powszechnie uzywany, kazdy wir mozna w przyblizeniu traktowaé

jako twor sktadajacy si¢ z dwoch czgsci. Wewnatrz wiru mozna zalozy¢, ze wirowos¢ jest
stata, za$ na zewnatrz jego w dostatecznie duzej odlegtosci mozna traktowaé go jak wir
punktowy.

5.1 Ruch kropli w poblizu pionowego wiru punktowego

Rozpatrzmy ruch kropli wokot wiru punktowego w przypadku ktdérego wirowosc¢ jest
réwna zero poza jego punktem centralnym i wyraza si¢ ona wzorem:

= I w (5.1.1)
2wt
gdzie: I jest cyrkulacja wiru, r za$ odlegltoscia od $rodka wiru
Profil predkosci takiego wiru ma postac:
r
vV, =—=¢ 5.1.2
Y 2mr ? ( )

Predkos$¢ podobnie jak wirowos$¢ ma osobliwos¢ w punkcie r=0. Przechodzimy do
cylindrycznego uktadu wspoétrzednych tak, ze o$ wiru pokrywa si¢ z osia z tego uktadu. Po
podstawieniu do rownania ruchu (4.9) otrzymujemy:

d’*t - dr T _
m——=-mge_—6mRu(——-——=€ 5.1.3
e ge, u(dt - o) (5.1.3)
d*r _ dr T _
—=-g€, —a(——-—¢€ 5.14
dt? 8¢ (dt 2mr ) ( )
. ou
dzie: a= 5.1.5
g Rop. (5.1.5)



Po rozpisaniu wektora przyspieszenia i predkosci na sktadowe dostajemy:

. e - - . - r. ..
[r—r(p e, + [2r(p+r(p]é(p +ze, = —ge, —a(rer - 1e, —2—e(P +zezj (5.1.6)
nr

Roéwnanie to prowadzi do uktadu trzech rownan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu.

f—rp’ =—af

210+ 1 = a(L - r('pj (5.1.7)
2nr

Z=-g-az

Z powyzszych réwnan wynika, ze ruch w ptaszczyznie (X, y) jest niezalezny od ruchu
w kierunku prostopadtym do niej. W kierunku pionowym mamy spadek kropli w polu
grawitacyjnym hamowanym poprzez sit¢ oporu aerodynamicznego. Przyspieszenie w
kierunku radialnym jest spowodowane sitq od§rodkowa dziatajaca na kroplg i sila oporu
aerodynamicznego w tym kierunku. Ruch obrotowy kropli wywotany jest przez dziatanie sily
aerodynamicznej zwigzanej z wirowaniem powietrza.

Roéwnanie trzecie we wzorze (5.1.7) daje si¢ tatwo scatkowac co prowadzi do wzoru:

z=—-gt—az+C, (5.1.8)

Rozwiazujac kolejno rownanie jednorodne i nast¢pnie niejednorodne metoda uzmienniania
stalej otrzymujemy wzor:

C

2(t)=C, exp(-at) + —- St + £ (5.1.9)
a a a

Uwzgledniajac warunki poczatkowe z(t=0) oraz z(t=0)=0 dostajemy rozwigzanie

rownania ruchu w kierunku pionowym

2(t) = 7, + = (exp(-at) - 1)+ £t
a a (5.1.10)
2(t) = £ (1 - exp(-at))
a

Na podstawie rozwiazania tatwo stwierdzi¢, ze zasigg ruchu jest nieograniczony, predkos¢
kropli wzrasta dazac asymptotycznie do wartosci (terminal velocity):

v, =2 (5.1.11)
a

Wielkos$¢ 1=1/a jest czasem adaptacji, po ktérym kropla dostosowuje swoja predkos¢ do
warunkow zewngtrznych.
Przechodzimy obecnie do rozwigzywania dwoch pierwszych rownan ruchu

f—rp’ =—ar

2t +rp=a| — — 1@
2nr



Drugie rownanie daje si¢ scatkowac

2rip+17¢ = a(L —rzc'pj
2n

gdzie r’ =L jest momentem pedu kropli na jednostke masy, czyli

L _ a(L _ Lj
dt 21
Rozwiazujac to rownanie rézniczkowe mamy;
dL

27
—ln(L—Lj =at+C
27

L(t)= ZF_n —exp(—at — C)

=adt

Uwzgledniajac warunek poczatkowy L(t)=L, otrzymujemy:
L) =L, —(L, - Ly)exp(-at)

gdzie:
r

L,=—
27

(5.1.12)

(5.1.13)

(5.1.14)

(5.1.15)

(5.1.16)

(5.1.17)

(5.1.18)

(5.1.19)

(5.1.20)

Zbadajmy zachowanie asymptotyczne dla t>>1. Moment pedu kropli dazy do wartos$ci
Gdy poczatkowa warto$¢ momentu pedu kropli jest rOwna tej wartosci woéwczas moment

pedu jest wielkoS$cig stata, niezalezna od czasu.

Rozwiazujemy rownanie radialne, w tym celu podstawiamy do pierwszego rownania ze

wzoru (5.1.12) wielko§¢ ¢ = L(t) w celu wyeliminowania zmiennej azymutalnej . W

wyniku tego otrzymujemy réwnanie rozniczkowe zwyczajne 2-go rzedu.

L*(t)

r3

r+ar=

(5.1.21)



Rozpatrzy ponownie zachowanie asymptotyczne dla t>>1. Dla dostatecznie duzych czasow
kropla bgdzie znajdowata si¢ daleko od centrum wiru 1 jej predkos¢ bedzie niewiele roznita
si¢ od predkosci powietrza. Zatem sity aerodynamiczne dzialajace na krople beda niewielkie i
pierwszy czynnik w réwnaniu (5.1.21) pomina¢. Tak uproszczone rownanie rézniczkowe
daje si¢ fatwo rozwiazac co uczyniono ponize;j.

dr  L*(t)
a—= 5.1.22
a1 ( )
ar’dr=[L, — (L, —L,)exp(-at)] dt (5.1.23)
%m4+c2jmhj-aLﬂLw—L@mm@myuLw—ngam;%u (5.1.24)
L L -L,)?
iar4 +C= szt +2—(L, —L,)exp(-at) + %exp(—%t) (5.1.25)
a a

przyjmujac warunek poczatkowy r(t = 0) =r, kontynuujemy obliczenia prowadzace do
ostatecznego roOwnania.

_ 1 2 2Lw (Lw _L0)2
C——ZI‘O a—+ . (LW_LO)_—Za (5.1.26)
2L L, -L,)’
%ar4 =%ar04 +— (L, —L,)[exp(-at) —1]—%[6)@(—2&1‘[) —1]+4LW2t (5.1.27)
a a

8L 2(L, -L,)’ W’
r= ‘R/roét +—— (L, —LO)[exp(—at)—l]——( " 0) [exp(—at)—1]+ 4L
a a

t (5.1.28)

W przypadku gdy L, =L, rownanie (5.1.28) znacznie si¢ upraszcza

4L °
r:ﬁ%4+ vt (5.1.29)
a

Kropla oddala si¢ od centrum wiru potggowo z czasem. Odleglo$¢ jej ro$nie coraz wolniej w
coraz dalszych momentach czasu. Takie samo zachowanie otrzymujemy gdy L , #L,,

poniewaz dla duzych czasoéw czynniki wyktadnicze: exp(-at) 1 exp(-2at) daza do zera.
Wyrazenie w wykladniku a jest odwrotno$cia czasu relaksacji kropli. Ze wzoru wynika, ze
czas ten jest proporcjonalny do kwadratu promienia kropli. Mate krople w krotkim czasie
beda dostosowywaly swoja predkos¢ do profilu predkosci wiru, w przeciwienstwie do duzych
dla ktoérych czas ten ulega znacznemu wydtuzeniu. Wielkos¢ T=1/a jest wigc skala czasowa
ruchu kropli w wirze. Wir punktowy nie ma wyr6znionej skali przestrzennej ze wzglgdu na
swoja geometri¢, pomimo tego oznaczmy przez S skalg dtugosci ruchu kropli. Wielkos¢ o



wymiarze dlugo$ci mozna utworzy¢ z statych charakteryzujacych wir (Ly) oraz krople (a) w
nastgpujacy sposob:

S= |- (5.1.30)
a

Wprowadzona po wyzej skala dtugosci jest odlegtoscia na ktoérej kropla dostosowuje swoj
ruch do otoczenia. Ta charakterystyczna odlegto$¢ na ktorej nastgpuje relaksacja jest tym
wigksza im wigksza jest cyrkulacja wiru i wigkszy promien kropli.

Definiujemy zmienne bezwymiarowe:

r
= == 5.1.31
S T ( )

Dokonujemy kolejno zamiany zmiennych w réwnaniach ruchu (5.1.12)

P rv('PvZ i — _aI'.vE
T? T? T (5.1.32)
2f‘(’p’i+r'q’)'i=a( L —r('pﬁj
T? T? 2nr'S T

Pomijajac kolejno znak prim przy wyrazeniach i podstawiajac za skale dlugosci i1 czasu
otrzymujemy:
f—r1p’ =—F
2f(p+r('p:l—r('p (5.1.33)
r

Roéwnania ruchu w zmiennych bezwymiarowych nie zaleza od rozmiaréw kropli ani od
cyrkulacji wiru. Ruch kropel w obszarze wiru punktowego jest zawsze taki sam, nie zalezy on
od bezwymiarowych wielkosci charakteryzujacych krople oraz wir. W zmiennych
bezwymiarowach rozwiazanie asymptotyczne dla duzych czaséw przyjmuje postaé:

4
r=4r,* + 4t (5.1.34)

Przy analizie ruchu kropel o r6znych wielkosciach powyzszy zapis rownan jest dos¢
niewygodny, poniewaz wykonujac w tych zmiennych obliczenia numeryczne réznym
kroplom odpowiadaja rozne chwile czasu. Dlatego aby unikna¢ tego problemu mozna
wprowadzi¢ skale czasu i dlugosci jednakowe dla wszystkich kropel.

T=1 s= [bw (5.1.35)

(5.1.36)



za$ R jest promieniem kropli wzglgdem ktorego skalowany jest ruch pozostatych kropel.
Woéwcezas roéwnia ruchu przyjmuja postac:

.2 a .
r—r¢”  =——r
a9 (5.1.37)
... a [ r j
210+ 1o =—| — — 1
a, \2mr

W tym przypadku rownania ruchu zaleza od bezwymiarowego czynnika a/a,. W takich
zmiennych rozwigzanie asymptotyczne wyraza si¢ wzorem:

2
r =‘Jro4 +4[%°} t (5.1.38)

Po uwzglednieniu wzorow 5.1.5 1 5.1.36 oraz pominigciu pierwszego czynnika pod
pierwiastkiem otrzymujemy ostatecznie:

R
r=—4/4t (5.1.39)
RO

Z powyzszego wzoru wynika, ze kropla dwa razy wigksza znajduje si¢ dwa razy dalej od osi
wiru niz mniejsza. Krople cigzsze podlegaja wigkszej sile odsrodkowej co powoduje ich
szybsze oddalanie si¢ od osi wiru w pordwnaniu z mniejszymi kroplami.

270

Rysunek 5.1.1 Potozenie kropli w ruchu w poblizu wiru punktowego w czasie t=10 [1/a].



Na rysunku 5.1.2 przedstawiona jest ruch kropli wokét wiru punktowego. Catkowity czas
ruchu wynosit 1.6 turnover time (dla r=1) w czasie ktérego kropla wykonata 0.6 obrotu.
Odlegtos¢ kropli w skali podwojnie logarytmicznej ukazana jest na rysunku 5.1.2. Dla czasow

=]

10" 10" H 10°

a
Rysunek 5.1.2 Odlegtos¢ kropli od $rodka wiru w funkcji czasu



a 2 4 &) & 17 10

Wykres 5.1.3 Predkosci kropli w czasie ruchu przez wir. Gorny wykres przedstawia predkosc¢ radialna,
srodkowy predkose katowa i dolny predkos¢ catkowita. Catkowity czas ruchu jest rowny w przyblizeniu czasowi
jednego obrotowi wiru wokot wiasnej osi dla r=1.

wigkszych od t=10 [1/a] wykres staje si¢ liniowy co oznacza, ze odlegtos¢ kropli jest
potegowy. Predkos¢ radialna i katowa kropli osiaga maksimum po czym obie wartosci
zmniejszaja si¢ daza asymptotycznie do zera ( rys. 5.1.3). Warto§¢ maksymalna szybcie;j
osiaga predkosci katowa (dla t =1[1/a]) co spowodowane azymutalnym profilem predkos¢
powietrza w poblizu wiru punktowego.

Wygodna do analizy ruchu kropel jest jednostka czasu okreslajaca czas obrotu wiru
wokot wiasnej osi tzw. turnover time 7, . W przypadku wiru punktowego nie jest on

wielkos$cia stata, poniewaz zalezy od odlegto$ci od osi wiru.
T _2m (5.1.40)

ov
\'%

Podstawiamy ze wzoru 5.1.2 za predko$¢ wiru oraz zmieniamy zmienne na bezwymiarowe co
prowadzi do wzoru:

_(2mr'S)?

5.1.41
ov T ( )

Wykorzystujac kolejno definicje skali przestrzennej 1 pomijajac znak prim przy r mamy:

. 2mr?

ov

(5.1.42)
a



Wyznaczajac turnover time w jednostkach czasu relaksaji t=1/a otrzymujemy wzor:

T
o = Dy (5.1.43)
T

Powyzszy wzor ukazuje kwadratowa zalezno$¢ czasu obrotu wiru od odlegtosci. Dla r=1
turnover time jest przeszto 6-krotnie dtuzszy od czasu adaptacji kropli, oznacza to relaksacja
ruchu kropli do otoczenia odbywa si¢ w czasie mniejszym niz jeden obroét kropli wokot wiru.
Podczas gdy kropla znajduje sig jeszcze dalej od wiru turnover time jest duzo wigkszy niz
czas adaptacji.

Roéwnania ruchu w przyblizeniu Stokesa sa poprawne pod warunkiem, ze liczba
Reynoldsa jest duzo mniejsza od jednosci. W celu oszacowania liczby Reynoldsa
przeprowadzmy dyskusje w przypadku gdy kropla poczatkowo spoczywa oraz gdy w chwili
poczatkowej jej predkos¢ katowa jest tak sama jak predkos¢ katowa wiru. Zauwazmy, ze w
pierwszej sytuacji najwigksza liczba Reynoldsa wystepuje gdy kropla spoczywa, poniewaz po
rozpoczgciu ruchu wzgledna predkosé kropli 1 powietrza zmniejsza sig. Obliczmy warto$é
liczby Reynoldsa w chwili poczatkowe;j.

_2Ryv

v

Re (5.1.44)

gdzie R,-promieniem kropli, v-predko$¢ powietrza, v -lepkos¢ kinematyczna powietrza
Obliczamy predkos¢ wiru, wyrazajac ja w jednostkach bezwymiarowych. Wychodzac ze
wzoru 5.1.2 na predko$¢ wiru i dokonujac zmiany zmiennych na bezwymiarowe mamy

I
V=
2nr'S

(5.1.45)

Wykorzystuja kolejno definicjg skali przestrzennej S —wz6r 5.1.35 1 pomijaja znak prim przy r
dostajemy:
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Rysunek 5.1.4 Wzgledna predkos¢ powietrza i kropli. Linig ciagla przedstawiony jest przypadek gdy kropla
poczatkowo spoczywa, za$ przerywana gdy predkosé katowa kropli w chwili poczatkowe;j jest rowna predkosci
katowej powietrza.

.
27tr1 /L
2ma

Podstawiajac ze wzoru 5.3.5 za a 1 po kilku przeksztalceniach otrzymujemy wzor na predkosé
powietrza:

(5.1.46)

V=

-
TR,
mr -0 Pw
9mavp,

gdzie p, 1 p, sa odpowiednio ggstoscia powietrza i wody

(5.1.47)

V=

Podstawiajac do wzoru na liczbg¢ Reynoldsa dostajemy koncowy wzor:

3 p
Re=— |Re, (5.1.48)
Ju o p,

: r. .. .
gdzie Re , =— jest liczbg Reynoldsa wiru punktowego.
1%




W rezimie stoksowskim spetniony musi by¢ warunek Re<<1 co jest rownoznaczne z
zachodzeniem nieréwnosci:

r>> |Re, De (5.1.49)
P

Mamy stad warunek na poczatkowa odlegtos$¢ kropel od wiru, przy ktérej przyblizenie
Stokesa jest uzasadnione. Zauwazmy, ze stosunek p, / p, wynosi okoto 0.001, duzo wigksze

problemy sa oszacowaniem liczby Reynoldsa wiru punktowego. Typowy przedziat
zmiennosci tej wielkosci jest oceniany na 100-1000 (Douady, Couder, Brachet 1991). Na
podstawie tych danych otrzymujemy, ze odlegtos¢ poczatkowa kropli od wiru musi by¢

wigksza od r=1 [ /L, /a ] aby rownania ruchu analizowane powyzej byly spetnione.

Otrzymany warunek w rzeczywistosci jest duzo stabszy wynika to z rysunku 3.1.4. Wzgledna
predkos¢ powietrza i kropli szybko zmniejsza si¢ z czasem a zatem liczba Reynoldsa staje sig
coraz mniejsza.

W drugim przypadku, gdy kropla poczatkowo ma predkos¢ taka sama jak wir, maksymalna
wzgledna predkosc¢ jest mniejsza niz gdy kropla poczatkowo spoczywa (rys. 3.1.4 ). W
zwiazku z tym ograniczenie stosowalno$ci rownan w tym przypadku jest stabsze.

Z przedstawionej analizy ruchu kropli w wirze punktowym wynika, ze krople w
poczatkowym momencie swego ruchu oddalaja si¢ szybko od centrum wiru. Z czasem ich
predko$¢ radialna szybko maleje 1 w granicznym przypadku odlegtos¢ kropli od wiru bedzie
proporcjonalna do ¢"* . Wir punktowy jest obiektem czysto teoretycznym i niespotykanym w
atmosferze. Jest to obiekt nietrwaly, poniewaz napigcia lepkie powoduja rozmywanie si¢
osobliwosci wirowosci Na podstawie rownania Helmholza dla lepkiego i nie$cisliwego ptynu
opisujacego ewolucj¢ pola wirowosci, ktore w chwili poczatkowej ma posta¢ wiru
punktowego otrzymujemy rozwiazanie w postaci (wiru Lamba):

a(t) = 4;1: GXP(— —j (5.1.50)

Wirowos$¢ ma posta¢ funkcji Gaussa o szerokos$ci

C =+/2vt (5.1.51)

Wirowos¢ bedzie z uplywem czasu ulegala rozmyciu. Wynika z tego, ze pole predkosci
bedzie zmieniato si¢ z czasem. W zwiazku z tym ruch kropli bedzie inny niz jak byto to
przedstawione powyzej. Jesli jednak kropla znajduje si¢ z dala od maksimum funkcji Gaussa
wowczas “czuta” pole predkosci jak od wiru punktowego. Wynika to z prostego rachunku.

E=Vxv (5.1.52)

Sktadowa z wirowo$ci wyraza si¢ wzorem
1d
=——(1v
g rdt( o) (5.1.53)
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(5.1.54)
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Rysunek 5.1.5 Odlegtos¢ kropli od wiru punktowego, ktory ulega dyssypacji.
1¢ r '

v, =—|dr' r'exp| ——

¢ r! {4nvt p[ 4vtﬂ (5.1:55)
W wyniku scatkowaniu otrzymujemy nastgpujacy wzor:
v, = |1-ex o 5.1.56

® 2mr P 4vt (5.1.56)

Dla dostatecznie duzego r otrzymujemy profil predkos¢ jak w przypadku wiru punktowego.
Jak wynika ze wzoru (5.1.29) szeroko$¢ wiru jest proporcjonalna dot''* podczas gdy kropla

oddala si¢ od wiru wolnej tzn.t'*. Oznacza to, ze po pewnym czasie wir ,,dogoni” krople i
przedstawione powyzej wzory opisujace ruch kropli ulegna zmianie. Czas po ktorym wir
dogoni kroplg zalezy od wielu zmiennych takich jak cyrkulacja wiru, masa i potozenie
poczatkowe kropli.

Wigksza cyrkulacja powoduje szybsze oddalanie sig¢ kropli od centrum wiru wobec tego
powyzszy czas ulegnie wydluzeniu. Podobnie krople wicksze beda dtuzej poruszaé si¢
“czujac” profil wiru punktowego niz krople mate. Ponadto krople zlokalizowane daleko od
wiru w momencie poczatkowym beda dlugo poruszaly si¢ w polu wiru punktowego.

Ze wzoru (5.1.56) wynika, ze lepkos¢ powietrza modyfikuje profil predkosci wiru w catej
przestrzeni. Sprawia ona, ze znika osobliwos¢ predkosci w punkcie r=0. W catym obszarze



objetym przez wir predkos¢ powietrza staje si¢ mniejsza od wartosci poczatkowej rysunek
5.1.6. Ma to miejsce rowniez w obszarze maksimum predkosci, ktore oddala si¢ od punktu
centralnego. Ze wzgledu na to predkos¢ powietrza bedzie stawala si¢ coraz mniejsza zatem
kropelka bgdzie wolniej oddalata si¢ niz wynika to ze wzoru 5.1.29
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Wykres 5.1.6 Profil predkos$ci wiru punktowego (linia ciagta) oraz predkos$¢ wiru gaussowskiego otrzymanego
po rozmyciu si¢ osobliwos$ci wirowosci (linia przerywana).



5.2 Ruch kropli w wirze o statej wirowsci.

Rozpatrujemy ruch w obszarze wewngtrznym wiru, gdzie wirowo$¢ jest stata i
Wynosi:

C(r) =2m = const (5.2.1)

gdzie o jest predkoscia katowa powietrza
Wewnatrz wiru powietrze porusza si¢ jak bryla sztywna, wirujac ze stala predkoscia katowa
o. Profil pregdkosci azymutalnej wiru ma postac:

v, (1) = ore, (5.2.2)

Analiz¢ ruchu kropli przeprowadzamy dla wiru pionowego. Réwnanie ruchu kropli ma postac¢
we wspotrzednych biegunowych:

mr =am(V, — T) (5.2.3)

Wewnatrz wiru profil pregdkosci rosnie liniowo wraz z odlegtoscia od centrum wiru. Male
krople poruszajace si¢ w wirze podlegaja mniejszej sile odsrodkowej niz duze krople, dlatego
ich ruch bedzie szybko adaptowat si¢ do otoczenia. Zauwazmy, ze predko$¢ azymutalna
kropli bedzie rosta z oddalaniem sig jej od centrum wiru. W zwiazku z tym ich predkosé
katowa zbliza¢ si¢ bedzie po dostatecznie dtugim czasie do predkosci katowej wiru. Duze
krople, ze wzgledu na bezwtadnos¢, nie beda si¢ mogly poruszac¢ z tak duzymi predkos$ciami
katowymi. Oczekujemy, ze po dostatecznie dtugim czasie ruchu wewnatrz wiru predkosé
katowa kropel bedzie mato zmienia¢ si¢ z czasem. Oznaczmy graniczna predkos¢ katowa
przez o, 1rozpatrzmy przypadek asymptotyczny.

Roéwnania ruchu w plaszczyznie poziomej maja postac:

r—rp =-ar (5.2.4)
2@ + 19 = a(or — re)

Kiedy predkos¢ katowa osiagnie warto$¢ graniczng wowczas rOwnania upraszczaja si¢ do
postaci:

Foro,’ = -ar (5.2.5)
2tm, =a(or—o,r)

Rozwiazujemy pierwsze rownanie, ktore jest rtOwnaniem rézniczkowym 2-go rzedu o stalych
wspotczynnikach. Dlatego rozwiazanie jest postaci:

r(t) = Aexp(Ait) (5.2.6)
Po podstawieniu do rownanie 5.2.5 otrzymujemy warunek na wspétczynniki A

A +ak—w, =0 (5.2.7)



—at,a’+40,’ (5.28)

2

Otrzymujemy: A,,, =

Z rozwiazania wynika, ze jeden ze wspotczynnikoéw jest dodatni drugi zas ujemny. Oznacza
to, ze odlegtos¢ kropli od wiru ro$nie wyktadniczo z czasem. Po uwzglednieniu warunkéw
poczatkowych r(t = 0) =, oraz 7(t = 0) = 0 rozwiazanie pierwszego z rOwnan 5.4.5 rbwnan
ma postac:

A A
r(t) =r, ﬁexp(%lt) kY —lk exp(L,t) (5.2.9)

2 1 2 1

Pierwszy czynnik w réwnaniu jest dominujacy ze wzgledu na wspotczynnik 4, > 0, przy
spetnieniu relacji a >> o, co dla matych kropel jest bardzo dobrze spelnione mozemy

dokona¢ rozwinigcia wyrazenia pod pierwiastkiem na A. W skutek tego otrzymujemy
asymptotyczne zachowanie:

r(t) oc exp(w—k tJ (5.2.10)
a

Z powyzszego wzoru wynika, ze pregdkos¢ oddalania si¢ kropli bedzie tym wigksza im
wigksza jest predkos¢ katowa wiru a co za tym idzie wirowo$¢ wiru. Ponadto predkosc ta
ro$nie w miar¢ wzrostu wielkosci kropli.

Przechodzimy obecnie do rozwiazywania drugiego z rownan 5.2.5 ale dopuszczamy
zmiany predkosci katowej w tym przypadku rownanie na predkos¢ katowa kropli ma postac:

k

d“i = ar(0-o,) (5.2.11)

2o, +1
Podstawiajac ze wzoru 5.2.10 za r oraz po zrdzniczkowaniu po czasie za 7 otrzymujemy

do,
2\ 1o, +rT=ar(m—wk) (5.2.12)

Rozwiazanie tego rownania ro6zniczkowego ma postac:

am
O, = -
a+2h, a+2Ai,

exp[— t(a + 21,)] (5.2.13)

Po uwzglednieniu warunku poczatkowego o, (¢ = 0) = 0 oraz wykorzystujac wzor na wartos$¢

wspoéfczynnika A, otrzymujemy rownanie uwiktane na predkosc¢ katowa kropli:

O, :%[l—exp(— tya’ +40)k2ﬂ (5.2.14)
yJa© +4o,



Wyrazenie w wyktadniku zanika z czasem dlatego do analizy asymptotycznej predkos¢
katowa kropli w exponensie mozemy zastapi¢ predkoscia katowa wiru. W wyniku czego z
réwnania 5.2.14 latwo jest wyznaczy¢ o, .

®, :%\/\/1+16§—j[1—exp(—tw/a2 + 4 )]—1 (5.2.15)

Rozwazmy przypadek graniczny kropel bezmasowych (a — ) wowczas wyrazenie pod
pierwiastkiem mozna rozwina¢ i po kilku przeksztalceniach otrzymujemy koncowy wynik:
®, = o . Nie ma w nim niczego zaskakujacego, kropelka porusza sig tak jak powietrze.
Podobna analiz¢ mozna przeprowadzi¢ dla duzych kropel, w tym przypadku predkos¢ katowa

dazy do zera. Rowniez dla posrednich warto$ci promienia kropel istnieje wartos¢ predkosci
katowej do ktorej dazy kropla.

o, = 2\/_\/,/“16 (5.2.16)

[:] 1 1 1
0 0.5 1 15 [1] 2

t

Rysunek 5.2.1 Predkos¢ katowa kropli w ruchu w wirze o statej wirowos$ci roéwnej 2. Krzywa 1 odpowiada
najlzejszym kropla (®/a = 0.25), krzywa 2 kropla wiekszym (®/a = 1) za$ linia 3 oznaczone sa krople
najciezsze (m/a =0.25).

Na rysunku 5.2.1 przedstawione sa zmiany predkosci katowej podczas ruchu kropli w wirze
uzyskane ze wzoru 5.2.15. Wynika z niego, ze krople daza do statej predkosci katowej
mniejszej niz predkosci katowa wiru. Krople mate juz po czasie ok. t=0.1[1/a] osiagaja 2/3
wartosci koncowej predkosci katowej dla duzych kropel trwa to zdecydowanie diuze;j.
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Rysunek 5.2.2 Odlegtosc¢ kropli od osi wiru (gorny wykres), predkosé katowa (wykres srodkowy) oraz predkosé
catkowita (wykres dolny).

Rozpatrzy obecnie $ciste rownania ruchu kropli w wirze. Rozwiazujemy jej
numerycznie w tym celu zamianie zmiennych na bezwymiarowe wprowadzajac wielkosci
skalujace: T =1/a podobnie jak w przypadku wiru punktowego jest to czas relaksacji. Jako

skale przestrzenna wybrano promiefn wiru czyli S =r,. W zmiennych bezwymiarowych
réwnania ruchu maja postaé:

-1 =~

. O i (5.417)
210+ 10 =—r—r10
a

Roéwnania ruchu zaleza od jednego bezwymiarowego czynnika ®/a.Wyniki obliczen
numerycznych powyzszego uktadu rownan przedstawione sa na rysunku 5.2.2. Otrzymane
rezultaty potwierdzaja przedstawiona powyzej analizg asymptotyczng ruchu. Odlegtos¢ kropli
od wiru w skali logarytmicznej jest dla t>1 [1/a] liniowa. Oznacza to, ze po krotkim czasie
adaptacji kropla oddala si¢ wyktadniczo z czasem od centrum wiru. Predko$¢ katowa kropli
dazy do statej wartosci po osiagnig¢ciu maksimum zwigzanego z poczatkowym
przyspieszaniem kropli.

Rozpatrujemy ruch réznych krople w wirze o statej wirowosci. Krople rdzne;j
wielkosci beda podlegaty r6znym przyspieszeniom radialnym. Krople mate, dla ktorych czas
adaptacji do ruchu otoczenia jest niewielki beda poczatkowo najszybciej oddala¢ si¢ od osi
wiru. Taka sytuacja trwa do momentu kiedy duze krople uzyskaja wystarczajaca predkosé¢
katowa, ktora spowoduje wigksza niz dla matych kropli sita odsrodkowa. Kiedy to nastapi
krople beda miaty najwigksza predkos¢ radialna.
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Rysunek 5.2.3 Procentowa liczba kropel znajdujacych sig¢ w obszarze wiru o promieniu r = 0.51, . Jednostka

czasu jest okresu obrotu wiru wokot wlasnej osi. Krzywa 1 odpowiada kroplom osrednich rozmiarach
(®/a =1), krzywa 2 kroplom wiekszym (®/a = 10), za$ krzywa 3 kroplom mniejszym (®/a = 0.1).

Z przedstawionej powyzej analizy ruchu wynika, ze krople oddalaja si¢ od wiru
wyktadniczo z czasem przy czym wspotczynnik w wyktadniku jest tym wigkszy im wigkszy
jest promien kropli. Liczba kropel w wirze w funkcji czasu przedstawiona jest na rysunku
5.2.3. Na poczatku symulacji z obszaru wymiatane sa najmniejsze krople, p6zniej za$ krople
wigksze. Po czasie rdwnym jednemu obrotowi wiru wewnatrz jego pozostato jedynie 20%
kropel §rednich i 50% kropel najmniejszych i najwigkszych. Pod koniec okresu symulacji w
obrgbie wiru nie ma juz kropel $rednich, jest okoto 2% kropel duzych 1 10% kropel matych.

Na rysunku 5.2.4 przedstawiony jest czas ruchu kropli w wirze w funkcji wielko$ci
®/a, ktora jest proporcjonalna do kwadratu promienia kropli. Funkcja ta posiada minimum
dla w/a rownego okoto 0.7. Krople takie zostaja najszybciej wyrzucane z obszaru wiru.
Zarowno krople wigksze od nich jak 1 mniejsze poruszaja si¢ w wirze dtuzej. Czas ten szybko
ro$nie w miar¢ oddalania si¢ ®/a od minimum tej funkcji. Istnienie takiego rozmiaru
promienia kropel dla ktérych czas ruchu w obszarze wiru jest najmniejszy wydaje si¢ dos¢
intuicyjne. Rozmiar kropli odpowiadajacy temu minimum zalezy od szeroko$ci wiru oraz
jego predkosci katowe;.

Wyktadnicze oddalanie si¢ wyktadnicze kropel od osi wiru powoduje, ze opuszczaja
one szybko obszar o duzej wirowosci. Odlegtosci pomigdzy poszczegdlnymi kroplami rosng z
czasem co prowadzi do zmniejszania si¢ koncentracji kropel wewnatrz wiru. Wynika z tego,
ze w obszarach chmury w ktorych wystepuje duza wirows¢ gestos¢ kropel jest mniejsza niz w
obszarach sasiednich.
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Rysunek 5.2.4 Czas przebywania kropli w wirze w zaleznosci od stosunku (®/a ). Jednostka czasu jest czas
obrotu wiru wokot wtasne;j osi.



5.3 Ruch kropli w poblizu wiru punktowego rozciaganego w
kierunku pionowym.

Rozpatrzmy obszar przestrzeni, w ktorej znajduje si¢ pionowy wir punktowy.
Przyjmijmy, ze wir ten jest rozciagany w kierunku pionowym. Warunek ciagtosci wymaga
aby powietrze naptywato do $rodka wiru podtrzymujac w ten sposob rozptywanie powietrza
w kierunku pionowym. Innymi stowy po zrzutowaniu ruchu powietrza na ptaszczyzng
pozioma w centralnej czgsci wiru mamy zlew o sile y i jego profil predkosci ma postac.

1 1
V. =| ——yX,——7YY,YZ 5.3.1
a [ S TS J (5.3.1)
W uktadzie cylindrycznym: v, = —%rér +yze, (5.3.2)

Wobec tego rozktad predkosci powietrza dla rozciaganego wiru punktowego ma postac:

=Ty +Léw +y28, (5.3.3)

‘ 2 21

<l

Roéwnanie ruchu kropli w obszarze o takim rozktadzie predkosci przyjmuje postac:
mr = ma(v, — ?) —mge, (5.3.4)
Roéwnanie ruchu rozwiazujemy w uktadzie cylindrycznym w ktérym po rozpisaniu wektorow

przyspieszenia, predkosci oraz polozenia otrzymujemy uktad réwnan rézniczkowych
zwyczajnych 2-go rzedu,

- 1> =a(—%r—f)

2t + 1 = a(L—r('p) (5.3.5)
2mr

z=a(yz-2)-g

Rozwiazanie trzeciego rGwnania mozna otrzymac w sposob analityczny zaczynajac od
rozpatrzenia rOwnania jednorodnego:

Z—ayz+az=0 (5.3.6)

Roéwnanie powyzsze jest rOwnaniem rézniczkowym 2-go rzg¢du o statych wspotczynnikach.
W zwiazku z tym rozwiazanie ma postac:

z(t)=aexp(Lt) (5.3.7)

Po podstawieniu do réwnania otrzymujemy réwnanie kwadratowe na wspotczynniki A,
ktorego rozwiazanie prowadzi do wzoru



-a+q/a’ +4ay
Ay, = (5.3.8)

2
Rozwiazanie rownania jednorodnego jest wigc postaci:
z(t) = a, exp(A,t) + o, exp(A,t) (5.3.9)

Uwzglednienie niejednorodnosci jest natychmiastowe, poniewaz niejednorodnos¢ jest
wielkoscig stata. Otrzymujemy po kilku przeksztalceniach ostateczna posta¢ wzoru:

z(t) = a, exp(At) + o, e);p(kz‘[)JrE (5.3.10)
a
Uwzglednienie warunkéw poczatkowych prowadzi do wzoru:

2(t) =222 78 [ exp(h,t) — &, exp(h, )] + 12 (5.3.11)
a(h, —A,) a

Jak wynika ze wzoru 5.3.8 A;>0 za$ A,<0. Zatem kropelka bedzie oddala¢ si¢ od ptaszczyzny
7z=0 wyktadniczo z czasem do gory lub na dot w zaleznos$ci od poczatkowego potozenia.
Predkos¢ oddalania kropli zalezy od jej wielkosci.

Wracajac do pierwszego i drugiego rownania ruchu 5.3.5 rozwazmy sity dziatajace na krople
w ptaskim ruchu. W skutego wirowania powietrza poprzez lepkos¢ kropla bedzie uzyskiwata
predkos¢ katowa. Z kolei ruch po krzywej spowoduje zadziatanie na nia sity odsrodkowe;.
Ponadto powietrze bedzie sptywato do punktu r=0. Zatem pojawi si¢ sita rownowazaca site
odsrodkowa. Mozemy oczekiwac sytuacji stacjonarnej, w ktorej kropelka bgdzie poruszac si¢
po okregu wokot wiru. Wowczas wielkosci takie jak: ¢,1,T beda rowne zero. Po tym

uproszczeniu rownania 5.3.5 upraszczaja si¢ do postaci:

—1p° =-a ¥y
. 2 (5.3.12)
a(—-19p)=0
2nr
. . . . o ya
Otrzymujemy stad, ze predkos$¢ katowa kropli jest stala i wynosi: ¢ = 7 (5.3.13)
T .o, T
Z drugiego réwnania 5.3.12 mamy, ze 1" = 2— (5.3.14)
e

Na podstawie ostatnich dwoch rownan otrzymujemy wzor na promien orbity kropelki:

. £[£j (53.15)



Promien orbity stacjonarnej bedzie tym wigkszy im silniejszy bedzie wir 1 wigkszy jest
promien kropli. Kropelki niezaleznie od swego poczatkowego polozenia beda zblizaty si¢ do
ruchu na promieniu stacjonarnym. Sita odsrodkowa maleje z odlegtoscia od srodka wiru a sita
Stokesa pochodzaca od rozciagania ro$nie a zatem jesli kropelka znajdzie si¢ poza
promieniem stacjonarnym dziata¢ na nia beda sity w kierunku osiagnigcia orbity stacjonarne;.
Ruch jej w kierunku radialnym przypomina drgania o gasnacej z czasem amplitudzie.

Doktadny ruch kropli uzyskano w wyniku obliczen numerycznych. Obliczenia
wykonano dla zmiennych bezwymiarowych (wzér 5.1.31). W nowych zmiennych rownia
ruchu przyjmuja postac:

2a (5.3.16)
P B
210+ 1 = — — 1
r

Pierwsze rownanie ruchu zalezy od bezwymiarowej wielkosci: L, = i , (5.5.17)
a

ktora okreslona jest przez wielkos$¢ kropli oraz wspdtczynnik rozciaganie wiru.

270

Rysunek 5.3.1 Potozenie kropli w ruchu w wirze w czasie t [1/a]

Trajektoria kropli widoczna jest na rysunku 5.3.1. Poczatkowo oddala si¢ ona od osi wiru,
jednak po przekroczeniu najwigkszej odleglosci od wiru jej ruch radialny staje si¢ znacznie
mniejszy a dominuje ruch wokot osi wiru. Z przedstawionych rysunkow (5.3.215.3.3)
wynika, ze po stosunkowo krotkim czasie krople wchodza na orbite stacjonarna. Czas po
ktérym to nastgpuje wynosi okoto jeden turnover-time wiru (dla r=1).
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Rysunek 5.3.2 Predkos¢ radialna (gérny wykres) i1 predkosé katowa (dolny rysunek) kropli
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Rysunek 5.3.3 Odlegtos¢ kropli od osi wiru (wykres gorny) i catkowita predkosc kropli (wykres dolny)

Predkos¢ radialna kropli podlega oscylacjom o amplitudzie wyktadniczo gasnacej z czasem.



Kropelka uzyskuje poczatkowo duza predkosc katowa, ktora z czasem szybko zanika, dazac
do warto$ci statej wynikajacej ze wzoru 5.3.13

Podobnie jak w przypadku wiru punktowego drugie wzoru 5.3.5 daje si¢ tatwo
scatkowac¢ i1 po podstawieniu do pierwszego rOwnania otrzymujemy rownanie na sktadowa
radialna.

2
f+af=L—3—a1r (5.3.18)
r 2

gdzie L opisywane jest wzorem 5.1.19
Ropatrujemy sytuacje asymptotyczna dla duzych czaséw woéwczas mozemy pominaé
pierwszy czynnik z lewej strony. Prowadzi to do rownania rézniczkowego pierwszego rzedu:

af=—-—a—r (5.3.19)

tda Ly, (5.3.20)

—=4—-2yx 5.3.21
R ( )
. r
gdzie: L = —[1—exp(—at)] (5.3.22)
2n
. . . o dx
Rozwiazujemy najpierw rOwnanie jednorodne — =-2yx (5.3.23)

co prowadzi do rOwnania:
x(t) = Cexp(—2yt) (5.3.24)

Roéwnanie niejednorodne obliczamy przy pomocy metody uzmienniania statej C. Prowadzi to
do réwnania rézniczowego na zmienna C(t).

(:1—(5 = 4L—2 exp(2yt)[l —2exp(—at) + exp(—2at)] (5.3.25)
a
C(t)-C, =4 L., j dt[exp(2yt) — 2 exp(t(2y — a)) + exp(2t(y —a))] (5.3.26)
a

C—c, =afn {exp(zm | 2exp(t(2y —a)) | exp(2t(y - a))} (5.327)
a

2y 2y —a 2(y—a)



Wracajac do starych zmiennych mamy:

1 —exp(—27t) N 2(exp(—2yt) - exp(—ta)) N exp(—2ta) — exp(—27t)
2y 2y-a 2(y—a)

r(t)= éi/roét exp(—2yt) + 4 Lo [
a

(5.3.28)
W przypadku granicznym mozemy pomina¢ czynniki wyktadnicze 1 otrzymujemy znany juz
wynik na orbitg stacjonarna:

() = 4| 21;; (5.3.29)

Zalezno$¢ odlegtosci kropli od wiru ma zblizona postaé do tej dla ruchu kropli w wirze
punktowym. Wyrazenie pod pierwiastkiem jest suma cztonéw wyktadniczych, ktore
zmniejszaja si¢ z czasem. Szybko$¢ tych zmian jest tym wigksza im mniejsza jest kropla i
wigkszy splyw powietrza do srodka wiru. Jak fatwo przekonac si¢ ze wzoru 5.3.28, odleglos¢
kropelki podlega oscylacjom wokot potozenia réwnowagi.




5.4 Ruch kropli w poblizu wiru punktowego rozciaganego w
kierunku poziomym.

Rozwazmy przypadek ruchu pojedynczej kropli w obszarze wiru punktowego
zorientowanego nie pionowo lecz poziomo do sity grawitacji. Podobnie jak poprzednio ruch
kropli rozpatrywac bedziemy w ukladzie cylindrycznym, lecz tym razem o$ symetrii
ustawiona jest poziomo. Interesujacy z punktu widzenia analizy ggstosci kropel jest ich ruch
w plaszczyznie pionowej. W tym przypadku symetria ruchu jest zaktdcona poprzez sitg
grawitacji. Wskutek tego kropelki nie beda obsadzaty orbity kotowej. RoOwnania ruchu kropli
maja tym razem postac:

mr = am(Vv, — ?) — mgsin O€, —mgcos Q€ (5.4.1)

Modyfikacji ulegt czton pochodzacy od sity grawitacji, ktory tym razem bgdzie wplywat na
ruch radialny i azymutalny kropli. Po rozpisaniu na wspotrzedne otrzymujemy uktad trzech
réwnan rozniczkowych:

f—rp° :a(—%r—fj—gsin(p
C r .
210 + 1 = a(— - r(pj —gcosQ (5.4.2)
2mr
Z=a(yz—z)

W rozwazanym przypadku nie mozna bezposrednio scatkowa¢ drugiego rownania przez co
pierwsze i drugie rownanie nie separuje si¢. W dalszej analizie przyjmujemy, ze z = 0.
Dokonujemy zamiany zmiennych dla pierwszych dwéch réwnan w analogiczny sposob jak
dla wiru punktowego co prowadzi do uktadu réwnan:

L
f—r1p° =—71r—f—L2 sin @

(5.4.3)
P S
2rp+19p=—-10—L, cos
r
gdzie; L, =Y , Za$ (5.4.4)
a
g [2ma
, :a_2 - (5.4.5)

Rownania ruchu zaleza od dwoch bezwymiarowych liczb (L, , L, ), ktore zaleza od wielkos$ci

kropli, cyrkulacji wiru, przyspieszenia grawitacyjnego oraz parametru rozciagania. Nowy
parametr (L, ) charakteryzujacy ruchu w analizowanym przypadku ma tatwga interpretacje
fizyczna. Wykorzystuja wzoér na skale dtugosci w wirze pionowym (wzor 5.1.35), oraz wzor
okreslajacy predkos¢ graniczna do ktorej dazy kropla opadajac w nieruchomym powietrzu
(terminal velocity wzor 5.1.11) otrzymujemy:



L,=-t (5.4.6)

gdzie: V jest charakterystyczna skalg predkosci w ruchu kropli w wirze pionowym, za$ vijest
predkoscia graniczng (terminal velocity).

Zatem parametr ten jest stosunkiem predkosci granicznej kropli do predkosci
charakteryzujacej ruch kropli w wirze pionowym.

Rozpatrujemy sity dzialajace na kropelke w tej plaszczyznie. Sa to: sita grawitacji
skierowana pionowo w dot, dwie sity Stokesa, jedna skierowana radialnie do srodka wiru, a
druga azymutalnie zgodnie z kierunkiem ruchu wiru. Rozpatrujemy cztery potozenia kropel
w kazdej ¢wiartce uktadu wspotrzednych. Jedynie w ¢wiartce IV mozliwa jest rownowaga sit
dziatajacych na kroplg¢ w ptaszczyznie prostopadiej do osi wiru . W pozostatych przypadkach
zrownowazenie sil jest niemozliwe z przyczyn czysto geometrycznych. Rozwazany byt
przypadek dodatniej cyrkulacji wiru punktowego. Stan rownowagi kropli moze nie istnie¢ np.
gdy sita grawitacji jest zbyt mata aby zrownowazy¢ sity aerodynamiczne. Wowczas kropla
poruszaja si¢ do gory i po dotarciu do I czgsci uktadu wspotrzednych wypadkowa sita
spowoduje zakrgcanie ruchu w lewo. Podobnie w II czg$ci uktadu nastapi ruch ku dotowi itd.
Whioskujemy stad, ze mozliwy bgdzie ruch po krzywych zamknigtych. Latwo przekona¢ sig,
ze wystapi on dla matych kropel oraz przy dostatecznie duzym stretchingu.

Obliczmy potozenie rownowagi kropli w ptaszczyznie pionowej, w tym przypadku wszystkie
pochodne po czasie znikaja. Dostajemy w zatem uktad rownan algebraicznych.

II

III

— —

Rysunek 5.4.1 Sily dzialajace na krople w spoczynku: F' < -sita grawitacji, F -sita stokesowska pochodzaca od

stretchingu, F’ 0 -sita stokesowska pochodzaca od ruchu wirowego powietrza.

L
——Lr=L,sing
2 (5.4.7)
1
a—=L,coso
r



Stad otrzymujemy potozenie rOwnowagi

2
2L L
r:\/_ 2 1+ 1—(—2}
1 2

(5.4.8)
2
|2 L,
¢ =—arcsin| — |1+ [ -| —
2 L,
Potozenia réwnowagi istnieje jesli spetniony jest warunek:
Ll
-1 (5.4.9)
L2
yla’
co prowadzi do nieréwnosci: 21 (5.4.10)

2ng

Rysunek 5.4.2 Trajektorie kropli wokét wiru w zaleznosci od parametru L, / L22 ,a) L,/ L22 =0.8,
bL,/L,>=1.004,¢)L,/L,>=1,d)L,/L,” =2

Warunek ten wyraza zalezno$¢ pomiedzy parametrami wiru i kropli dla ktérych mamy
rownowagg sil. Wyrazenie z lewej strony nierownosci 5.4.10 jest odwrotnie proporcjonalne
do R™ Krople, dla ktorych speniona jest ta nieréwno$é zdazajac do osiagnigcia punktu
réwnowagowego. Jest to punkt rownowagi trwatej, poniewaz ciata z niej wytracone bgdzie
poddawane sile spychajacej je do potozenia wyjsciowego. Przy ustalonych parametrach wiru



istnieja krople o masie ponizej krytycznej, dla ktérych sita grawitacji bedzie zbyt mata aby
zrobwnowazy¢ pozostate sity dziatajace na nig i w rezultacie kropelka bgdzie poruszala sig
woko6t wiru. Gdy promien kropelki bedzie zblizat si¢ do wartosci krytycznej woéwczas jej
polozenie stacjonarne bgdzie miato wspotrzedne:

(r,<p)=(£h Zn] (5.4.11)

Y L1’4

Dla kropel duzych wspotrzedna radialna potozenia rownowagowego stawac si¢ bedzie coraz
wigksza, jednoczesnie odchylenie je od pionowej osi y stawac si¢ bedzie coraz mniejsze.
Wynika stad, ze krople o najwigksze bgda skupiaty si¢ w poblizu osi y, za§ coraz mniejsze z
dala od niej osiagajac maksymalne odchylenie od niej dla masy krytycznej. Tory kropel w
zaleznos$ci od czynnika L, / L22 przedstawione sa na rysunku 5.4.2. Dla duzych kropel ich

trajektoria zmierza do punktu rownowagi (L, / LZ2 <1), za$§ dla malych mamy cykl graniczny
(L,/L,” >1).



6 Ewolucja czasowa pola gestosci kropel chmurowych w
wirze punktowym.

6.1 Gestosé kropel w obecnosci pionowego wiru punktowego.

Rozpatrzmy ewolucj¢ jednorodnego pola kropel w obecnos$ci pojedynczego
pionowego wiru punktowego. Interesowac nas bedzie modyfikacja poczatkowego rozktadu
kropelek. Na poczatek rozwazmy przypadek kropel o jednakowych masach. Stosujemy do
opisu ruchu identyczne wzory jak w przypadku ruchu jednej kropli. Opisujemy ruch w
plaszczyznie poziomej, prostopadtej do osi wiru. Rozwazania rozpocznijmy od przypadku
asymptotycznego (t>>1) 1 obliczmy jak zmienia si¢ odlegtos¢ pomigdzy dwiema dowolnymi
kroplami znajdujacymi si¢ w chwili poczatkowej w odleglosci r,, oraz r,, od centrum wiru

Korzystaja ze wzoru 5.1.29 mamy.

4L,° 4L,°
Ar:rl—rzz‘i/r014+ - t—‘i/r024+ —t (6.1.1)
a a

Rozwijamy wyrazenia pod pierwiastkiem i tak dla pierwszego sktadnika mamy

4Lt !
I'lz‘i/ L TR (6.1.2)
a 4L %t

Poniewaz dla duzych czaséw zachodzi relacja:

4
Iy, a

4L °t

w

<<1 (6.1.3)

zatem mozemy dokona¢ rozwinigcia wg wzoru

1
4\/1+X=1+ZX Dla x<<1 (6.1.4)

4Lt !
i PP T (6.1.5)
a 161t

Postepujac analogicznie dla 7, otrzymujemy:

2
Ar =] Hw t - (! — 1) (6.1.6)
a  16L,°t

stad

Ar oc t 74 (6.1.7)



Ze wzoru 6.1.7 wynika, ze odlegltos¢ pomigdzy kroplami bedzie z czasem dazy¢ do zera.
Zmniejszanie si¢ odlegtosci pomigdzy kroplami nie musi oznaczacé, ze ggstos¢ kropel bedzie
rosta, poniewaz krople oddalajac si¢ od centrum zajmuja coraz wigksza powierzchnig.
Element powierzchni w uktadzie biegunowym ma postac:

dS=rdedr (6.1.8)
za$ dla symetrii obrotowej mamy: AS=2nrdr (6.1.9)
W zwiazku z tym zmiana powierzchni zajmowanej przez krople wynosi:

AS oc 2murt ' (6.1.10)
Uwzgledniajac, ze kropla oddala si¢ wg zaleznosci » =t"* otrzymujemy:

AS oc t7!? (6.1.11)
Prowadzi do zalezno$¢ wg ktorej zmienia sig ggsto$¢ kropli p oc Jt (6.1.12)
Zatem gestos¢ kropel bedzie rosta wolno z czasem. Jest to wynik uzyskany dla duzych
czasow, dla poczatkowych chwil czasu zaggszczanie kropel moze nie mie¢ miejsca. W celu

przeanalizowania tej sytuacji niezbgdne sa obliczenia numeryczne.
Do symulacji ruchu kropel przyjeto jednorodny rozktad kropel o jednakowych

150 R el 30
o0 EEEE SRPE STU o\ ST S THEN
210 330

Rysunek 6.1.1 Poczatkowy rozklad kropel uzyty do symulacji numerycznej



masach. Krople w poczatkowym momencie spoczywaty. Polozenia poczatkowe pokazano na
rysunku 6.1.1. Wynik obliczen przedstawiony jest na rysunku 6.1.2 wynika z niego, ze krople
zostaly wyrzucone z najblizszego otoczenia wiru.
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Rysunek 6.1.2 Rozktad kropelek po czasie jednego ,,turnover time” (w odleglosci r=1.5)

Krople, ktore znajdowaty si¢ z dala od centrum wiru przemiescity si¢ nieznacznie. W skutek
tego krople skupily si¢ w pier§cieniu tak, ze ich najwigksza gestos¢ wystepuje od strony
wewngetrznej pierScienia. Doktadny rozktad gestosci kropel w zaleznos$ci od odlegtosci od
srodka wiru przedstawiony jest na rysunku 6.1.3. Najwigksze zaggszczenie obserwujemy na
brzegu oddalajacego si¢ pier§cienia kropel. Nastgpnie gegstos¢ szybko maleje z odlegtoscia od
wiru. Jak wynika z rysunku 6.1.3 ggstos¢ kropel na koncu symulacji w obszarze maksimum
jest 10-krotnie wigksza niz warto$¢ poczatkowa. Rowniez $rednia ggsto$¢ kropel w obszarze
przez nie zajmowanym stale wzrasta (rysunek 6.1.4). Poczatkowo wzrost ten jest powolny, po
czym staje si¢ linowy.

Z przedstawionych wynikoéw wynika, ze krople w obszarze wiru punktowego beda
miaty tendencje do tworzenia struktur o symetrii obrotowej w obrebie ktérych mamy lokalny
wzrost koncentracji kropli.

Na koniec obliczen numerycznych warto przedstawi¢ wyniki dla kropel o r6znych
promieniach. Widmo kropel uzyte do obliczen ma posta¢ funkcji Gaussa centrowanej na
promieniu kropli R=10um (rys. 6.1.5). Polozenia kropel zostaty wygenerowane losowo, tak
aby gestos¢ ich byla stata w rozwazanym obszarze. W przypadku kropel o r6znych
rozmiarach rozklad gestos¢ kropel jest skomplikowany. Mamy tu natozenie si¢
poszczego6lnych rozktadéw gestosci na siebie. Prowadzi to do duzego zr6znicowania
koncentracji kropelek w zalezno$ci od szeroko$ci widma poczatkowego kropel.
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Rysunek 6.1.3 Rozklad gestosci powierzchniowej kropel w zaleznosci od odleglosci od osi wiru dla
jednakowych kropel
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Rysunek 6.1.4 Srednia gesto$¢ kropel w obszarze przez nie zajmowanym.



Wyniki obliczen dla widma kropel przedstawione sa na rysunku 6.1.6. Wynika z
niego, ze koncentracja kropel jest w tym przypadku mniejsza niz w sytuacji, gdy rozwazamy
ruch jednakowych kropel. Ggstos¢ kropel w obszarze maksimum jest przeszto dwa razy
wigksza od wartosci poczatkowej. Tym razem obliczenia byty wykonane dla okresu czasu 5-
krotnie dtuzszego niz w poprzednio. Z przedstawionych danych wynika, ze w przypadku
kropel o zr6znicowanych rozmiarach koncentracja kropel jest duzo mniejsza niz w przypadku
ruchu jednakowych kropel. Poszerzenie widma prowadzi do mniejszego wzrostu ggstosci.
Ponadto, w waskich widmach krople bgda koncentrowac¢ si¢ w cienkim pierscieniu, gdzie
gestos¢ bedzie kilkukrotnie wigksza niz w otoczeniu.

W celu przeanalizowania rozktadu przestrzennego gestosci kropelek zbadajmy ruch
osrodka ciaglego w poblizu pionowego wiru punktowego. Rozwiazujemy rownanie ciaglosci
w plaszczyznie prostopadlej do osi wiru, przez gestos¢ bedziemy rozumieli liczbg kropelek na
jednostke powierzchni. Rdwnanie ciaglosci ma postac:

%+div(p\7)=0 (6.1.13)

Ze wzgledu na symetrig obrotowa gestos¢ powierzchniowa osrodka nie bedzie zaleze¢ od
zmiennej azymutalnej i rOwnanie ciaglosci w uktadzie biegunowym ma postacé

4+ = —(1pv,)=0 (6.1.14)
r

gdzie v, -jest predkoscia radialng kropli.

Dalsza analize przeprowadzimy dla dostatecznie duzych czasow, gdy daje si¢ stosowaé
przyblizenie asymptotyczne. Wspolrzedna radialna potozenia kropel w zmiennych
zredukowanych ma postac:

r=r1(r,,t)= “\/r04 + §[exp(—t) — 1] — 2[exp(—2t) — 1] + 4t (6.1.15)

Predkos¢ radialna uzyskujemy po zrézniczkowaniu powyzszego wyrazenia po czasie co
prowadzi do wzoru:

v - — 2exp(—t) + exp(—2t) +1 (6.116)

41, + 8[exp(—t) — 1] - 2[exp(~2t) — 1] + 4t

Predkos¢ jest wige funkcja potozenia poczatkowego i czasu (opis Lagrange’a). Mozemy tatwo
przej$¢ do opisu polowego 1 wowczas predkos¢ wyraza si¢ wzorem:

v, - —2exp(-t) +3exp(—2t) +1 (6.1.17)
r

przy czym r € [1(r, ,t),r(r, ,t)]. (6.1.18)
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Rysunek 6.1.6. Ewolucja koncentracji kropel na jednostkg powierzchni w przypadku widma kropel.



Warunek ten uwzglednia fakt, ze osrodek ciagly nie wypetnia w chwili poczatkowej catej
przestrzeni oraz nie wyptywa z punktu r=0.

Latwo zauwazy¢, ze rozwiazaniem rownania ciaglosci z warunkiem poczatkowych postaci
p(r,t =0)= p, =const. jest funkcja:

1'2

PO =Py —— (6.1.19)
Jrt = 8lexp(—t) — 1]+ 2[exp(-2)] — 4t
o I | or ==
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Rysunek 6.1.7 Ewolucja czasowa ggsto$ci powierzchniowej kropel uzyskana na podstawie przyblizonego
wzoru 6.1.19. Calkowity czas ruchu kropel wynosit t=10[1/a] co w przyblizeniu odpowiada 1.6 ,,turnover-time”
dla (r=1)

Dla duzych czas6w czynniki wyktadnicze mozna pomina¢ 1 wzor upraszcza si¢ do postaci:

’ VST rt —4t

V't +4t+6
Vo 7RO 6.1.21)

lub p(roﬂt) :po 2

Ty

(6.1.20)

Otrzymali$my analogiczny wzor co przy badaniu odleglosci pomiedzy kroplami, wynika z
niego ze: p oc Jt . Ze wzoru 6.1.20 wynika, ze gestos¢ maleje szybko wraz z odlegloscia od

osi wiru dazac do warto$ci poczatkowej p,. Wzor 6.1.20 ma osobliwos¢ dla r = 4 .



Oznacza to, ze r, =0 czyli w chwili poczatkowej osrodek ciagly musiat znajdowac sig tez w

punkcie r=0. Jest to zrozumiale, poniewaz w tym punkcie predkos¢ wiru ma osobliwos¢. Gdy
jednak w chwili poczatkowej osrodek zaczyna si¢ w pewnej odlegtosci od osi wiru woéwczas
problem ten znika. Gesto$¢ osiaga maksimum w punkcie, gdzie po czasie t dotart osrodek,
ktory w chwili startu byt najblizej osi wiru (7, ). Warto$¢ tego maksimum jest tym wigksza

im blizej centrum wiru znajdowat si¢ poczatkowo rozwazany osrodek oraz im dtuzej trwat
ruch kropel.

Na rysunku 6.1.7 przedstawiony jest rozktad ggstosci krople po czasie t=10 [1/a] co w
przyblizeniu odpowiada T, =1.5(dlar=1). Wynika z niego, Ze na granicy oSrodka mamy
silne waskie maksimum, ktore widoczne byto na rysunku 6.1.3. Przesuwa si¢ ono poczatkowo
szybko a nastgpnie wolniej w strong wigkszych odlegtosci od wiru. Przy tym ggstos$¢ kropel
ros$nie, tak ze na koncu tego okresu czasu przekracza 6-krotnie warto$¢ poczatkowa.



6.2 Gestos¢ kropel wokot wiru punktowego rozciaganego w
kierunku pionowym.

Przejdzmy do opisu przypadku z uwzglgdnieniem stretchingu. Interesowac¢ nas bedzie
zmiana koncentracji kropelek w czasie ich ruchu wokot pionowego wiru punktowego. Jesli
krople beda miaty te same rozmiary woéwczas na podstawie przeprowadzonej wczesniej
analizy w rozdziale 5.3 wiemy, ze beda one poruszaly si¢ wokot na promieniu stacjonarnym.
W zwiazku z tym kropelki bgda zaggszczaty sig¢ na pier§cieniu o coraz mniejszej szerokosci.
Symulacj¢ ruchu kropel wykonano dla jednorodnego rozktadu poczatkowego kropelek w
uktadzie biegunowych (rys. 6.1.1). Ggstos¢ ich bedzie szybko rosta co wida¢ na wykresach
sredniej gestosci kropel (rys.6.2.1). Wynika z nich, ze w chwili t=2 [1/a] gestos$¢ kropel
przekracza kilkakrotnie warto$¢ poczatkowa. Pozniej np. w t=6 [1/a] ggstos¢ przekracza 300-
krotnie warto$¢ wyjsciowa. Stwierdzamy ponadto, ze gestos¢ podlega oscylacjom
wywotanym ruchem kropelek wokot ich potozenia rownowagi.
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Rysunek 6.2.1 Ewolucja gestosci powierzchniowej jednakowych kropel o jednorodnym rozktadzie
poczatkowym. Wykres przedstawia unormowang (do chwili poczatkowej) ggstos¢ kropel w zalezno$ci od
odlegtosci od wiru w réoznych momentach czasu. Catkowity czas symulacji wynosit t=10 [1/a], co odpowiada 1.5
turnover time (dla r=1)

gestose
gestosd

Przestrzenny rozktad gestosci w zaleznosci od odlegtosci od osi wiru pokazany jest na
rysunku 6.2.1. Wynika z niego, ze ggsto$¢ szybko si¢ zmienia a obszar maksymalnego
zageszezenia kropel przesuwa sig to w jedna, to w druga strong. Po czasie jednego obrotu
wiru gestos¢ krople jest kilkadziesiat razy wigksza od wartosci poczatkowej. W dalszych
chwilach czasu ggstos¢ rosnie jeszcze szybciej co uwarunkowane jest wchodzeniem kropelek
na orbitg stacjonarna.

Obliczenia numeryczne wykonano roéwniez dla kropel o r6znych rozmiarach
przyjmujac gaussowskie widmo (rys. 6.1.5) centrowane na kroplach o promieniu r=10 pm.



Tym razem krople beda mialy rézne orbity stacjonarne a zatem beda rozmyte na pewnym
obszarze przestrzennym. Wyniki obliczen dla gaussowskiego widma kropel przedstawione sa
na rysunkach 6.2.2 1 6.2.3. Zauwazmy, ze tym razem ggstos¢ osiaga pod koniec symulacji
mniejsza warto$¢ niz w przypadku poprzednim. Krople znajduja si¢ w obszarze pierscienia,
ktorego rozmiary z czasem staja si¢ praktycznie state. Na poczatku ruchu wzrost gestosci jest
podobny jak w przypadku gdy mamy tylko krople o tym samym rozmiarze. Z centralne;
czesci wiru krople sa wyrzucane, za$ z zewngtrznych krancow zapadaja si¢ do srodka wiru.
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Rysunek 6.2.2 Ewolucja gestosci widma kropel (rysunek 6.1.5) o jednorodnym rozktadzie poczatkowym.
Wykres przedstawia unormowana (do chwili poczatkowej) gestosé kropel w zaleznosci od odleglosci od wiru w
r6znych momentach czasu. Calkowity czas symulacji wynosit t=10 [1/a], co odpowiada 1.5 ,turnover time” (dla

r=1)

Na podstawie przedstawionych wynikow stwierdzamy, ze ruch kropel w
obszarze pionowego wiru ze stretchingiem prowadzi do intensywnego wzrostu
powierzchniowej koncentracji kropel. Istnienie promienia stacjonarnego sprawia, ze krople sa
rozsortowane wg rozmiaréw. Proces ten odbywa si¢ szybko, bo po zaledwie kilku obrotach
wiru mamy stan, ktory mato zmienia si¢ w czasie. Sortowanie kropelek widoczne jest dobrze
na rysunku 6.2.4, gdzie krople najwigksze (kolor niebieski i fioletowy) znajduja si¢ na
zewnetrznej stronie pierscienia. Male krople (kolor z6tty i zielony) znajduja si¢ od strony
wewngetrznej wiru.

Rozciaganie wiru punktowego prowadzi zatem do rozdziatu kropel pod wzgledem ich
wielkos$ci. W ptaszczyZnie prostopadtej do wiru zwigksza si¢ koncentracja kropelek. Kropelki
poruszaja si¢ rowniez wzdluz osi wiru co okresla wzor 5.3.11. Oddalaja si¢ one od
ptaszczyzny z=0 wyktadniczo z czasem. Wynika stad, ze odlegto§¢ pomigdzy kropelkami
nawet o tych samych rozmiarach bedzie rosta z czasem, przy czym poczatkowo wzrost ten
bedzie do$¢ powolny. Wnioskujemy z tego, ze na poczatku ruchu kropel oprocz wzrostu
gestosci w plaszczyznie prostopadtej do wiru, nastapi wzrost koncentracji przestrzenne;
kropel.



Rysunek 6.2.3 Rozktad kropel na ptaszczyznie w réznych chwilach czasu dla kropel o rozkladzie gaussowskim
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Rysunek 6.2.4 Koncowe potozenie kropelek w plaszczyznie prostopadtej do wiru po czasie odpowiadajacym
1.5 obrotom wiru w odleglosci r=1. Kolorem z6ttym i zielonym przedstawione sa najmniejsze krople,
czerwonym krople $rednie, za$ niebieskim i fioletowym krople najwigksze.



6.3 Gestos¢ kropel wokot wiru punktowego rozciaganego w
kierunku poziomym.

Przedstawiamy tutaj symulacje kropel o jednakowych promieniach i
jednorodnym rozktadzie w ptaszczyznie pionowej. Symulacje przeprowadzono dla 1000
kropli spoczywajacych w chwili startu. Wyniki przedstawiono w postaci potozenia kropel w
uktadzie biegunowym w kolejnych chwilach czasu (rysunek 6.3.1). Poczatkowo symetria
osiowa jest zachowana, zauwazamy jedynie ze krople ulegly zaggszczeniu do $rodka wiru z
niewielkim przemieszczeniem w dot. W kolejnych momentach utrzymuje si¢ tendencja kropel
do ruchu w kierunku do $rodka wiru przy jednoczesnym opadaniu. Kropelki z centralnego
obszaru zostaja wyrzucone. Nastgpnie symetria obszaru zajmowanego przez krople zostaje
zaburzona i pier$cien zajmowany przez krople zostaje przerwany. Jednocze$nie obszar ulega
szybkiemu zmniejszaniu. Pod koniec ruchu krople przestaja opadac i tworza
charakterystyczne struktury. Przedstawiony powyzej opis ruchu kropel obowiazuje dla mas
kropel wigkszych od wartosci krytycznej. Dla mniejszych kropel lub dla silniejszego
rozciagania wiru, jak to byto wcze$niej wspomniane, kropelki nie bgda posiadaty potozenia
rownowagi. W zwiazku z tym beda one skupiaty si¢ na powierzchniach zamknigtych
zlokalizowanych wokoét centrum wiru.

Na podstawie przedstawionych danych dochodzimy do wniosku, ze gestos$¢ kropel
ro$nie lokalnie w pewnych miejscach za§ w innych istotnie si¢ zmniejsza. Wynika stad, ze
sedymentacja istotnie modyfikuje rozktad przestrzenny kropel w obszarach znajdujacych si¢
w poblizy wiréw powietrza.

Przeanalizujmy teraz przypadek ruchu kropel o r6znych rozmiarach przyjmujac do
obliczen numerycznych rozktad gaussowski kropelek przedstawiony na rysunku 6.1.5. W tym
przypadku czg$¢ kropel posiada potozenie rownowagi statej, za§ poruszaja si¢ po orbicie
stanowiacej cykl graniczny. Wyniki obliczen przedstawione sa na rysunku 6.3.1 Tym razem
symulowano krople o rozktadzie losowym, przy czy rozktad ten byt jednorodny. Podobnie jak
w przypadku kropel o jednakowych rozmiarach poczatkowo obszar zajmowany przez nie
ulega zapadaniu do $rodka wiru przy jednoczesnym wyrzucaniu kropel z obszaru bliskiego
osi wiru. Kropelki systematycznie opadaja i po czasie t=3, obszar zajmowany przez nie straci
symetrig. Widzimy przy tym, ze krople najwigksze sa wyrzucane poza zewngtrzny brzeg
obszaru zajmowanego przez nie. W dalszym ciagu symulacji zauwazamy, ze zdecydowana
wigkszos¢ kropel znajduje sig w [V-tej ¢wiartce uktadu wspotrzednych, wynika to z faktu, ze
w tym obszarze krople maja najmniejsza prgdkos¢ zatem ich czas przebywania w tym
obszarze jest najdtuzszy.

Latwo zauwazy¢, ze kropelki segreguja si¢ wg rozmiaréw, tzn. krople najcigzsze
(kolor niebieski i fioletowy) dla ktorych istnieje potozenie rownowagi, opadaja najnizej
zblizajac si¢ do pionowej osi symetrii wiru. Ich predko$¢ wzgledem siebie dazy do zera, ale
wzgledem powietrza jest najwigksza sposrod wszystkich kropel. Mniejsze krople znajduja si¢
ponad kroplami duzymi i sa rozmyte na nieco wigkszym obszarze. Najmniejsze krople sa
skupione na pier§cieniu wokoét wiru i wykonuja cykl graniczny. Rysunek 6.3.3 przedstawia
koncowe potozenie kropel, obraz ten nie ulega juz dalszym zmianom. Krople najwigksze, dla
ktorych wystepuje potozenie rownowagi utozone sa na jednej linii, przecinajacej si¢ z osia
pionowa uktadu. Powyzsze wykresy pokazuja dobitnie, ze w wirze w ktérym oprocz
stretchingu wystepuje sedymentacja kropel dochodzi do separacji kropel wedtug ich
rozmiar6w. Sytuacja wyglada w ten sposob, ze krople, ktore poczatkowo zajmuja obszar
trojwymiarowy po krotkim czasie, rz¢du kilku obrotéw wiru, znajduja si¢ na prostej
(jednowymiarowej) rownolegltej do osi wiru. Kropla o r6znych rozmiarach odpowiadaja rdzne
proste. Jak wynika z obliczen, ruch w kierunku osi wiru odbywa si¢ z przyspieszeniem
zaleznym od wielkos$ci kropelki. Zatem moze okaza¢ sig, ze pomimo duzego wzrostu gestosci



Rysunek 6.3.1 Rozklad jednakowych kropelek w ptaszczyznie pionowej w réznych momentach czasu



Rysunek 6.3.2 Potozenie w ptaszczyznie pionowej kropel o gaussowskim rozktadzie widmowym w r6znych
chwilach czasu. Kolorem z6ttym i zielonym zaznaczono krople mniejsze, czerwonym $rednie, za$ niebieskim i
fioletowym krople najwigksze.



Rysunek 6.3.3 Koncowe w ptaszczyznie pionowej potozenie kropel o gaussowskim rozktadzie widmowym.
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Kolorem zottym i zielonym zaznaczono krople mniejsze, czerwonym srednie, za$ niebieskim i fioletowym
krople najwigksze. Catkowity czas ruchu wynosi t=50 co odpowiada 2.5 obrotom wiru w odlegltosci r=2 od osi
wiru.

w plaszczyznie prostopadlej do osi wiru moze on nie wystapi¢ w przestrzeni trojwymiarowej.
W celu uzyskania odpowiedzi na to pytanie konieczne sa dalsze obliczenia, ktorych w tej
pracy nie przeprowadzono.



7. Ruch kropli w wirze Burgersa.

Przechodzimy obecnie do analizy ruchu kropel w wirze o ciagtym rozktadzie
wirowosci bedacym uogolnieniem wiru o statej wirowos$ci réznej od zera wewnatrz wiru i
réwnej zero poza wirem. Rozpatrzymy podobne przypadki wiréw jak dla wiréw Rankine’a,
uwzgledniajac rozciaganie w kierunku pionowym i1 poziomym.

7.1 Ruch kropli w obszarze pionowego wiru Burgersa.

Wirem Burgersa nazywamy ciagly rozktad wirowosci w postaci funkcji Gaussa:

&(r) = L > exp(— rzzJ (7.1.1)
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Rysunek 7.1.1 Profil predkosci azymutalnej i katowej wiru Burgersa.

Profil predkos$ci wiru uzyskujemy poprzez scalkowanie wirowosci wg wzoru:

V, = lj’r'C(r')dr' (7.1.2)
r 0



czyli:

r r’
v, = %{1 — exp(— = ﬂ (7.1.3)

Dla matych warto$ci r wyrazenie w nawiasie mozna rozwina¢ w szereg, w wyniku czego
otrzymujemy:

Vo = 47562 r (7.1.4)

Profil predkosci wiru dla matych odlegtosci od centrum wiru jest wige profilem Rankine’a.
Dla duzych r drugi wyraz w nawiasie wzoru 7.1.3 mozna pomina¢ zatem:

r
VvV =— 7.1.5
® 2mr ( )

Oznacza to, ze predkos¢ daleko od maksimum funkcji Gaussa jest taka jak od wiru
punktowego. Zaleznos$¢ predkosci wiru od odleglosci jest przedstawiona na rysunku 7.1.1. Jak
wida¢ funkcja ta osiagga maksimum, ktérego polozenie zalezy od szeroko$ci rozmycia
wirowosci. Potozenie tego maksimum mozna wyznaczy¢ numerycznie i wynosi ono

7w = 1.58520 , a odpowiadajaca mu warto$¢ maksymalna predkoSci wynosi:

max = Lacilly (7.1.6)
216
Predkos¢ katowa wiru podobnie jak wirowo$¢, osiaga maksimum dla r=0 i warto$¢ jej
Wynosi:
r
max 4TC ( )

Wielko$¢ ta zmniejsza si¢ szybciej z odlegloscia od centrum wiru niz predkos¢ liniowa. W
zwiazku z tym predko$¢ katowa kropli szybko zbliza si¢ do predkosci katowej wiru.
Roéwnania ruchu kropli w wirze Burgersa w ptaszczyznie poziomej przyjmuja postac:

f +af = ¢’

.. .. Ta 1’ ) (7.1.8)
2r(p+r(p:2—ml—exp—zc2 —ar

Geometria wiru narzuca nam skalg przestrzenna, jest nia szeroko$¢ wiru S = o . Za skale
czasowa podobnie jak we wczesniejszych rozwazaniach przyjeto czas relaksacji kropli do
otoczenia T =1/a,. W zmiennych bezwymiarowych roéwnania ruchu sa nastgpujace:




.. .2 .
r—r¢p =—r

2 7.1.9
2f¢+r(p=L3l{1—exp(—r—ﬂ—r(p (7:1.9)
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Rysunek 7.1.2 Predkos$¢ radialna (gorny wykres), katowa (srodkowy wykres) oraz
predkos¢ catkowita kropli w czasie ruchu w wirze Burgersa.

Rownia ruchu zaleza od jednej bezwymiarowej liczby (L3 ), ktéra wyrazona jest przez
kwadrat ilorazu drogi, na ktdrej nastepuje relaksacja do szerokosci wiru o. Rozwiazanie
rownan dla duzych czaséw jest identyczne jak w przypadku wiru punktowego oznacza to, ze
potozenie radialne kropli opisywane jest zalezno$cia potegowa r(f) oc ¢

We wezesniejszych chwilach czasu kropla bedzie znajdowac si¢ blizej centrum wiru i
podlega¢ bedzie wigkszemu przyspieszeniu. Zgodnie z wczesniejszymi obliczeniami
wirowo$¢ blisko osi wiru jest w przyblizeniu stata a zatem oddalanie kropli jest w
poczatkowej fazie wyktadnicze z czasem (podobnie jak w przypadku wiru Rankine’a).
Doktadne informacje o ruchu mozna uzyska¢ na podstawie obliczen numerycznych. Z
przedstawionych wykresow wynika, ze kropelka bardzo szybko nabiera predkosci katowej,
ktora juz po niespetna t=2 [1/a] osiaga warto$¢ maksymalna, a nastgpnie wolno zmniejsza si¢
z czasem. Predko$¢ radialna ro$nie wolniej, bo maksimum osiaga po t=5 [1/a]. Podobnie
catkowita predkos¢ kropli, ktora po starcie szybko narasta, osiaga maksimum i kolejno wolno
zanika. Odlegto$¢ kropelki od osi wiru poczatkowo zwigksza si¢ w przyblizeniu liniowo, a
nastgpnie szybko$¢ oddalania znacznie zmniejsza sig.

nieustannym ruchu.
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Rysunek 7.1.3 Odlegtos¢ kropli od osi wiru w funkcji czasu.




7.2 Ruch kropli w obszarze wiru Burgersa rozciaganego w kierunku
pionowym.

Przechodzimy teraz do badania ruchu kropli w wirze Burgersa z uwzglednieniem

rozciagania. Poczatkowo rozpatrzymy problem wiry zorientowanego pionowo.
Roéwnania ruchu w ptaszczyznie poziomej maja postac:

f—1¢° :a(—%r—fj

, (7.2.1)
Zf('p—i-r('[')—aL 1—exp| — d —arQ
2mr 267
za$ w zmiennych bezwymiarowych
. ro.
f—rp’ =-L, E—r
X (7.2.2)
Ce 1 r .
2rp+1rp =1L, —(1 - exp[— —D —1Q
r 2
gdzie:
L =", (7.2.3)
a
r
L,= 7.2.4
* 2ncla (7.249)

Roéwnania ruchu w postaci bezwymiarowej zaleza od dwoch liczb (L, L,), ktore sa

okreslone poprzez rozmiar kropli, cyrkulacje, szerokos$¢ wiru oraz parametr okreslajacy
rozciagganie wiru. Podobnie jak przy rozwazaniu wiru punktowego oczekujemy, ze krople
beda skupiaty sig na okregu o $cisle okre§lonym promieniu. Nastgpuje to wskutek
rownowazenia silty odsrodkowej kropli oraz sity aerodynamicznego oporu skierowanej
radialnie do osi wiru. Warunek rownowagi ma postac:

r(-pz :Ll%

! 5 (7.2.5)
L, —{1 — exp(— r—ﬂ =1}
r 2

Rozwiazanie tego uktadu réwnan prowadzi do przestgpnego réwnania na promien orbity:

r* |L, r’
—|— =1—exp| —— 7.2.6
L. \ 5 2 (7.2.6)



Ze wzgledu na to, ze predkos¢ wiru w jego srodku maleje do zera a poza nim jest wielkoscia
skonczona, dla pewnych parametrow kropel i wiru moze okazac sig, ze promien orbity
stacjonarnej nie istnieje. Krople w tym przypadku beda zapadac si¢ w kierunku osi wiru.
Roéwnanie (7.2.6) mozna rozwiazac tylko numerycznie, jednak daje si¢ wyznaczy¢ warunek
na istnienie orbity stacjonarnej. Wprowadzamy nowa zmienna:

x =17 /2 wowczas rownanie 7.2.6 przyjmuje postac:

1 |L,
X—,|— =1—exp(—x 7.2.7
L. ,/ 5 p(—x) (7.2.7)

Definiujemy funkcje f(x) oraz g(x):

1 |L
f(x)=—,/—x 7.2.8
(x) L2 ( )

g(x) =1-exp(-x) (7.2.9)
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Rysunek 7.2.1 Przebieg zmiennosci funkcji f(x) i g(x)

Funkcje f(x) i g(x) przecinaja si¢ w punkcie x=0 oraz w punkcie P pod warunkiem, ze
pochodna funkcji f(x)<1. Wynika to z faktu, ze maksymalna pochodna funkcji g(x) dla x>0
jest osiagalna w x=0 1 wynosi doktadnie 1. Zatem warunek na przecigcie si¢ obu funkcji a
wigc istnienie promienia stacjonarnego ma postac:



2L,
<1 (7.2.10)
L3

Po podstawieniu ze wzoru 7.2.3 1 7.2.4 za odpowiednie liczby bezwymiarowe otrzymujemy:
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Rysunek 7.2.2 Predkosc¢ radialna (gorny wykres), katowa (Srodkowy wykres) oraz predkosé catkowita kropli w
czasie ruchu w wirze Burgersa w przypadku gdy kropla zapada si¢ do $rodka wiru.

Dla ustalonych parametrow wiru tylko krople spetniajace nierdwnos¢:

2
R > MO WY (7.2.12)
I yp,

beda mialy stacjonarng orbite. Beda podobnie jak w przypadku wiru punktowego
wykonywaty cykl graniczny. Na rysunku 7.2.2 przedstawione sa predkosci kropli w
przypadku gdy warunek 7.2.12 nie jest spelniony (promien kropli jest mniejszy od wartosci
krytycznej). Kropla w tym przypadku zapada si¢ do centrum wiru o czym $wiadczy ujemna
predkos$¢ radialna kropli. Predkos¢ katowa dazy szybko do wartosci stalej wynika to z faktu,
ze wirowos¢ wiru blisko jego osi w przyblizeniu jest stata. Catkowita predkos¢ kropli po
osiagnigciu maksimum w wyniku procesu relaksacji dazy do wartosci zerowej. Rysunek
7.2.3 przedstawia predkos¢ w przypadku, gdy posiada ona stacjonarng orbitg¢ (warunek 7.2.12
jest spelniony). W tym przypadku predkos¢ radialna wykazuje silnie thumione drgania wokot
wartosci zerowej. Predkos¢ katowa osiaga maksimum dla t=3 [1/a] a p6zniej dazy do warto$ci



stalej. Podobnie catkowita predkos¢ kropli posiada maksimum a dla duzych czaséw dazy do
wartosci statej.
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Rysunek 7.2.3 Predko$¢ radialna (gorny wykres), katowa (§rodkowy wykres) oraz predkosé catkowita kropli w
czasie ruchu w wirze Burgersa w przypadku gdy kropla posiada stacjonarna orbitg.
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Rysunek 7.2.4 Trajektorie kropli w przypadku zapadania si¢ jej do srodka wiru (rys. a, L;=2, L;=1.2) oraz gdy
kropla posiada stacjonarng orbite (rys. b, L;=1.5, L;=2)



7.3 Ruch kropli w obszarze wiru Burgersa rozcigganego w kierunku
poziomym.

Rozpatrujemy ruch kropli w obszarze rozciaganego wiru Burgersa, ktorego o jest
prostopadta do sily grawitacji. W dalszej czgsci bedziemy opisywac ruch w plaszczyznie
pionowej. Symetria uktadu jest w tym przypadku zakldcona przez silg grawitacji. Bez
uwzgledniania sedymentacji mieliSmy dwa zasadniczo rézne przypadki ruchu, pierwszy kiedy
krople po dostatecznie dtugim czasie znajdowaty si¢ na kotowej orbicie, drugi kiedy zapadaty
si¢ do $rodka wiru. Przypadek z sedymentacja jest analogiczny do omawianego przy okazji
wiru punktowego. Wowczas mielismy dwa rodzaje ruchow, pierwszy to cykl graniczny za$
drugi to potozenie rownowagi trwalej do ktoérej zdazaja krople. Pierwsza mozliwos¢ jest
realizowana dla dostatecznie duzego stretchingu. W przypadku wiru Burgersa sytuacja taka
moze nie mie¢ miejsca, poniewaz predkos$¢ powietrza maleje od r,, (punkt maksymalnej

predkosci powietrza) do zera a sita grawitacji moze okazac si¢ na tyle duza aby obrot kropli
wokol wiru byt niemozliwy.
Roéwnania ruchu maja w rozwazanym przypadku postac:

f—1¢° :a(—%r—fj—gsin(p

2f'—i—r"—aL 1—exp| — r’ -1 |—gcos
¢ +10 o p 207 ¢ |—gcosp

W zmiennych bezwymiarowych zdefiniowanych w paragrafie 7.1 rownanie ruchu przyjmuje
postac:

(7.3.1)

L .
f—1¢’ =—71r—f—L2 sin @

! 5 (7.3.2)
Zf('p—i-rép:Q—(l—exp(—%n—r(p—chosq)
r
. Y g [2ma r
dzie: L, =~ , L, ==, —, L, = 7.3.3
& ' a > a2 T ’ 2ncla ( )

Powyzszy uktad rownan r6zniczkowych zalezy do trzech bezwymiarowych liczb (L,,L,,L;)
uwzgledniajacych parametry wiry i kropli. Rozpatrzmy rownowagg sit dzialajacych na kroplg
w plaszczyznie prostopadtej do osi wiru, ktore podobnie jak w przypadku wiru punktowego
moze wystapi¢ tylko w IV ¢wiartce uktadu wspotrzednych (rys. 5.4.1). W tym przypadku
uktad rownan ruchu opisujacych rownowagg sit dziatajacych na krople jest nastepujacy:

L, .
——r1=L,sin
> 2 ¢

7.3.4
L{ ( rzﬂ (7.3.4)
—|1—exp| ——||=L,coso
r 2



Rozwiazujemy ten uktad ze wzglgdu na zmienna r. Po podniesieniu do kwadratu i dodaniu
stronami otrzymujemy:

2
2 L12 2 L22 r’
L3 :Tr +r—2 l—exp —? (735)

Jest to rownanie przestepne 1 warto$¢ zmiennej r oblicza¢ musimy numerycznie. Jednak
mozna przeprowadzi¢ dyskusje rozwiazan. Wprowadzajac nowa zmienne, x = 7> /2 i
wykonujac kilka przeksztatcen dostajemy rownanie:

[1-exp(-x)] = 2(2J2 X — (%JZ x? (7.3.6)

L 3 3
Oznaczmy funkcje:

S =[1-exp(=x)] (7.3.7)

g(x) = 2[%) x—(%) x’ (7.3.8)

Rysunek 7.3.1 Przebieg zmienno$ci funkcji f(x) 1 g(x)

Funkcje f(x) i g(x) przecinaja si¢ w punkcie x=0 oraz w punkcie P niezaleznie od parametrow
funkeji g(x). Wynika to z faktu, ze pochodna funkcji £*(x=0)=0, za$ dla funkcji kwadratowe;j
(g(x)) jest ona wigksza od zera. Oznacza to, ze dla kazdego parametru wiru oraz dla kazdej



kropli istnieje promien dla ktérego spetnione jest rownanie wyjsciowe. Odlegtos¢ od wiru dla
ktérej mamy potozenie stacjonarne jak tatwo odczytac z postaci funkcji g(x) zalezy od
parametréw wiru 1 kropli. Zmniejszanie stretchingu i zwigkszanie cyrkulacji I' powoduje, ze
odlegto$¢ ta rosnie. Podobnie wigksze krople beda miaty potozenie rownowagi dalej od osi
wiru niz mniejsze. Ruch kropli w tym przypadku obrazuje rysunek 7.3.2 a. Kropla
poczatkowo porusza sig radialnie od $rodka wiru, nastgpnie uzyskuje predkos¢ katowa i w
koncu jej potozenie osiaga punkt stacjonarny. Na podstawie obliczen numerycznych okazuje
sig, ze dla pewnych parametrow wiru potozenie stacjonarne kropli obliczone powyzej nie jest
przez nia osiagane (jest to punkt o rownowadze chwiejnej) Ruch w tym przypadku jest
przedstawiony na rysunku 7.3.2 b. Wynika z niego, ze kropla zmierza do eliptycznej
trajektorii. Parametry elipsy zaleza od wielu czynnikow. Kiedy mniejsza jest sila grawitacji
(np. dla wiréw nachylonych pod ré6znym katem do poziomu) oraz wielkos¢ kropel, elipsa staje
si¢ bardziej zblizona do okrggu. Istnienie potozenia rownowagi chwiejnej wynika z profilu
predkosci liniowej wiru, ktora osiaga maksimum dla » = 1.6 . Jesli potozenie rownowagi
znajduje sig blisko $rodka wiru wowczas kropla wychylona z potozenia rownowagi uzyskuje
predkos¢. Sity odsrodkowa przewyzsza site dosrodkowa oporu 1 kropla oddala si¢ od wiru.
Jednak sita dosrodkowa ro$nie z odlegloscia a predkos¢ liniowa po przekroczeniu maksimum
szybko maleje. Wskutek czego ruch kropli jest ograniczony i jak pokazuja obliczenia
numeryczne odbywa si¢ po krzywych eliptycznych. Warunek dla ktorego mamy przejscie
punktu o stabilnos$ci trwatej w rownowage chwiejna jest trudny do oszacowania, jedynie
numerycznie mozna stwierdzi¢ czy dla danych wielkosci kropli i parametréw wirdw mamy
realizowany jeden czy drugi przypadek.

Rysunek 7.3.2 Trajektorie kropli w ptaszczyznie prostopadiej do osi wiru przy réznych parametrach wiru i
wielkosci kropli. a) L,=2, L,=2, L;=3, b) L,;=1 L,=1.3, Ls=3, ¢) L;=1, L,=1, L;=20,
d) L=2.5,L,=5,L;=15



8. Ewolucja pola gestosci kropel w obszarze wiru
Burgersa.

Ponizszy rozdziat poswigcony jest analizie ewolucji pola gestosci kropel chmurowych
pod wptywem wiru Burgersa. Podobnie jak w przypadku wiru Rankine’a przedstawione beda
wyniki symulacji numerycznych poczatkowo jednorodnego pola kropel. Rozwazymy dwa
przypadki: ruch jednakowych kropel oraz ewolucje¢ waskiego widma kropel.

8.1 Gestosé¢ kropel w pionowym wirze Burgersa.

PrzejdZmy do analizy zmian pola ggstosci kropel w obecnosci pionowego wiru
Burgersa bez stretchingu. Przedstawione ponizej wyniki obliczen numerycznych gestosci
kropel pokazuja ggstosci kropel na jednostkg powierzchni prostopadtej do osi wiru. W
przypadku jednakowych kropel, ktore opadaja z ta sama predkoscia graniczna (terminal
velocity, wzor 5.1.11) ggstos¢ ta jest rowniez gestoscia kropel w trzech wymiarach. Ze
wzgledu na profil predkosci wiru nalezy oczekiwac, ze krople ktore w chwili poczatkowe;j
znajdowaty si¢ daleko od centrum wiru przemieszcza si¢ w kierunku radialnym na mniejsza
odlegtos¢ niz krople, ktore byty blizej wiru. Wobec tego odlegtos¢ pomiedzy kroplami bedzie
zmniejszac si¢ a zatem, podobnie jak dla wiru punktowego, oczekiwaé¢ mozemy wzrostu
gestosci kropel w obszarze poza wirem. Sytuacja taka wystapi pod warunkiem, liczba L,
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bedzie dostatecznie duza co ma miejsce dla wiru o matej szerokosci i duzej cyrkulacji.
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Rysunek 8.1.1 Ewolucja rozkladu gestosci kropel wewnatrz wiru Burgersa (L; =1).



Na rysunku 8.1.1 widoczna jest zmiana gestosci kropel wewnatrz wiru. Poczatkowy
rozktad kropel byt taki sam jak w przypadku wiru punktowego (rysunek 6.4.1). Krople zostaja
szybko wyrzucone z centralnej czg$ci wiru, co sprawia, ze koncentracja kropel lokalnie
ro$nie. Maksimum ggstosci kropel, analogicznie jak w wirze punktowym wystgpuje po
wewngetrznej stronie obszaru zajmowanego przez krople. Obszar podwyzszonej koncentracji
odsuwa si¢ od osi wiru, przy jednoczesnym powolnym wzros$cie ggstosci. Pod koniec okresu
symulacji, t=100 [1/a], ggsto$¢ kropel w tym obszarze jest rowna trzykrotnej warto$ci
poczatkowej. W przypadku wiru o wyzszej cyrkulacji lokalny wzrost koncentracji kropel jest
wigkszy 1 maksimum to odsuwa si¢ szybciej od osi wiru.

Rysunek 8.1.2 przedstawia ewolucje ggstosci powierzchniowej kropli o roznych
srednicach. Tym razem rozklad kropel byt losowy ze stata gestoscia poczatkowa. Widmo
kropel miato rozktad Gaussa centrowane na r =10 um (rysunek 6.1.5).
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Rysunek 8.1.2 Ewolucja gestosci kropel o rozkladzie widmowym wewnatrz wiru Burgersa (L; =10).
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Rozktad przestrzenny charakteryzuje si¢ lokalnym wzrostem koncentracji kropel w centralne;j
czes$ci obszaru przez nie zaymowanego. Koncentracja nie przekracza trzykrotnej wartosci
poczatkowej. Ze wzgledu na rézne wielkos$ci kropel rozktad krople jest w tym przypadku
mniej regularny. Przej$cie z obszaru zajmowanego przez krople do obszaru ich pozbawionego
nastgpuje stopniowo nie za§ gwattownie jak dla kropel o jednakowych rozmiarach.
Stwierdzamy ma podstawie przedstawionych wynikow, ze krople poruszajace si¢ w obszarze
wiru o gaussowskim rozktadzie wirowo$ci maja tendencj¢ do tworzenia struktur klastrowych
o podwyzszonej gestosci. Warto$¢ gestosci w klastrach jest tym wigksza im wigksza jest
cyrkulacja wiru.

Podczas ruchu kropli wystepuje dodatkowo efekt sortowania kropel, tym razem jest on
stabszy niz w przypadku, gdy wir jest poddany rozciaganiu. Krople najwigksze wystepuja
generalnie na zewnatrz oddalajacego si¢ pierscienia kropel, najmniejsze za$ po jego stronie



wewngtrznej. Rysunek 8.1.3 przedstawia potozenie roznych kropel w wokot wiru po czasie
t=100 [1/a]. Latwo zauwazy¢ na nim pewne rozseparowanie kropel jest jednak ono
stosunkowo niewielkie. Wynika ono z r6znicy pomiedzy ruchem mniejszych 1 wigkszych
kropel. Mniejsze krople znacznie szybciej dostosowuja si¢ do ruchu wiru ale podlegaja
mniejszej sile odsrodkowej niz duze krople i dlatego wolniej oddalaja si¢ od osi wiru.
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Rysunek 8.1.3 Potozenie kropel w wirze po czasie t=100 [1/a]. Kolor z6tty i zielony odpowiada najmniejszym
kroplom, czerwony srednim, za$ niebieski i fioletowy kroplom o najwigkszej $rednicy



8.2 Gestos¢ kropel w wirze Burgersa rozciaganym w kierunku
pionowym.

Rozwazmy dwa przypadki ruchu kropel o jednakowych $rednicach. Pierwszy, kiedy
krople posiadaja orbitg stacjonarng i drugi, w ktérym krople zapadaja si¢ do srodka wiru.
Zaréwno w przypadku zapadajacych si¢ kropel do centrum wiru jak i tych, ktére wykonuja
cykl graniczny obszar zajmowany przez nie bedzie szybko malat. Prowadzi to do
intensywnego wzrostu gestosci kropel. Wyniki obliczen numerycznych dla obu przypadkow
przedstawione sa na rysunkach 8.2.1 oraz 8.2.2. Na pierwszym z nich widoczna jest ewolucja
kropel o promieniu wigkszym od krytycznego. W poczatkowej fazie ruchu ggsto$¢ kropel jest
mato zrdznicowana jednak ro$nie wyraznie, krople zapadaja si¢ do w kierunku osi wiru.
Nastepnie krople zostaja wyrzucone z centrum wiru i skupiaja si¢ wokot promienia
stacjonarnego. W tym czasie koncentracja kropel na jednostkg¢ powierzchni silnie ro$nie i pod
koniec okresu obliczeniowego (po t=5 [1/a]) jest w okoto 400-razy wigksza od wartosci
poczatkowej. Wyniki te sa bardzo podobne do uzyskanych dla wiru punktowego, w obu
przypadkach po bardzo krotkim czasie nastgpuje skupienie kropel na waskim pierscieniu.
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Rysunek 8.2.1 Ewolucja gestosci powierzchniowej kropel o jednakowych promieniach, ktore posiadaja
stacjonarna orbitg.

Na rysunku 8.2.2 przedstawione sa zmiany koncentracji kropel o promieniu mniejszym od
krytycznego dla ktdrego nie jest spetniony warunek 7.2.9 i krople zapadaja si¢ do osi wiru.
Poczatek symulacji jest bardzo podobny do pierwszego przypadku, jednak tym razem
maksimum ggstosci kropel wystgpuje po zewngtrznej stronie obszaru przez nie zajmowanego.
W dalszych chwilach czasu obszar ten ulega stopniowemu zmniejszaniu 1 przesuwa si¢ w
kierunku osi wiru. Towarzyszy temu duzy wzrost ggstos¢ kropel, ktéra po czasie t=5 [1/a] w
obszarze maksimum przekracza 150 razy warto$¢ poczatkowa.



Przejdzmy do omowienia wynikow obliczen dla kropel o r6znych masach, o widmie
takim jak w poprzednim paragrafie.
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Rysunek 8.2.2 Ewolucja gestosci powierzchniowej kropel o jednakowych promieniach, ktore zapadaja si¢ do
centrum wiru.

Rysunek 8.2.3 Ewolucja pola kropel o gaussowskim rozktadzie widmowym.



Rysunek 8.2.4 Ewolucja pola kropel o rozktadzie widmowym (cd)
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Rysunek 8.2.5 Ewolucja gestosci powierzchniowej kropel o gaussowskim rozktadzie widmowym



Krople o réznych wielkosciach maja rdézne orbity stacjonarne lub zapadaja si¢ ich do
centrum wiru. Rysunki 8.2.3 oraz 8.2.4 przedstawiaja przestrzenny rozklad kropel z
uwzglednieniem ich rozmiaru. Widoczne jest sortowanie kropel, punkty ciemne
odpowiadajace cigzszym kroplom znajduja si¢ na zewnatrz obszaru za$§ punkty jasne (1zejsze
krople) zlokalizowane sg najblizej osi wiru. Rysunek 8.2.5 przedstawia zmiany gestosci
powierzchniowej kropel. Rozktad gestosci posiada maksimum, ktére wolno ros$nie z czasem 1
waha si¢ wokot wartosci 6.

Powyzsze wyniki obliczen pokazuja, ze gdy wir jest rozciggany w kierunku pionowym
gestos¢ powierzchniowa szybko rosnie. Ponadto istnieje charakterystyczny przestrzenny
rozktad kropel zwiazany z ich roznymi wielko$ciami. Krople sortuja si¢ 1 skupiaja si¢ w
klastry w obrgbie, ktérych mamy krople o podobnej wielko$ci. Nie oznacza to, ze ggstosé
przestrzenna roOwniez ro$nie, wymagane do tego sa dodatkowe obliczenia, ktore w tej pracy
nie s prezentowane. Jednak na podstawie rownania ruchu wzdtuz osi wiru, ktore daje
rozwigzania wyktadnicze mozna przypuszczac, iz poczatkowo gesto$¢ przestrzenna bedzie
rosta, pdzniej jednak zacznie spadac.



8.3 Gestos¢ kropel w wirze Burgersa rozciaganym w kierunku
poziomym.

Przejdzmy do analizy zmian pola kropel znajdujacych si¢ w obszarze wiru rozciaganego
w kierunku poziomym. Tym razem rozpatrujemy ruchu w plaszczyznie pionowej prostopadtej
do osi wiru. W tym przypadku istotny wplyw na ruch kropel, jak byto to pokazane w
paragrafie 7.3, ma sila grawitacji. Rozwazmy najpierw przypadek pierwszy dla ktérego krople
maja potozenie rownowagi trwatej. Wyniki obliczen w tym przypadku sa przedstawione na
rysunku 8.3.1. Wynika z nich, ze w poczatkowej fazie ruchu rozktad kropel nie traci symetrii
obrotowej jednak po pewnych czasie obszar zajmowany przez nie wydtuza si¢ w kierunku
pionowym. Obszar ten szybko zmniejsza si¢ co prowadzi do duzego wzrostu
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Rysunek 8.3.1 Ewolucja kropel posiadajacych potozenie rownowagi.

gestosci w okolicach punktu stabilnej réwnowagi. Podobnie duzy wzrost koncentracji
obserwujemy dla kropel, ktore daza do cyklu granicznego (rys. 8.3.2). W tym przypadku
krople zapadaja si¢ do pierScienia, ktorego szerokos¢ zmniejsza si¢ z czasem. Dzieje si¢ tak z
kroplami mniejszymi niz te, dla ktorych istnieje polozenie rownowagi. Sita grawitacji
powoduje w tym przypadku, ze krople poruszaja si¢ po krzywej zamknigte;] wydtuzonej w
kierunku pionowym.

Rozpatrzmy na koniec ruch kropel o roznych wielkos$ciach. Widmo kropel, dla
ktérego wykonano obliczenia zawiera zarowno krople, ktore posiadaja rownowagi w
ptaszczyznie prostopadtej do osi wiru jak i te ktére daza do cyklu granicznego. Widmo kropel
(rys. 8.3.3) wzigliSmy nieco szersze niz w poprzednich paragrafach tak aby znalazly si¢ w nim
krople odpowiadajace wszystkim mozliwym rezimom ruchu. Wyniki obliczen pokazano na
rysunkach 8.3.4 oraz 8.3.5. Sledzac kolejne etapy ruchu kropel zauwazamy, ze krople
poczatkowo opadaja pod wptywem sity cigzkos$ci 1 jednoczesnie zapadaja si¢ do ku osi wiru.
Na poczatku symetria obszaru zajmowanego przez krople
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Rysunek 8.3.2 Ewolucja kropel, ktére zmierzajg do w cyklu granicznego
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Rysunek 8.3.3 Widmo kropel przyjete w obliczeniach.



Rysunek 8.3.5 Potozenia krople o rozktadzie widmowym pokazanym na rys. 8.3.3



jest zachowana. Po czasie t=3 [1/a] obszar objgty przez krople wydtuza si¢ i widoczne juz
jest sortowanie kropel. Krople najwigksze opadaja najnizej, za$ najmniejsze skupione sa
wokot osi wiru. W pozniejszych chwilach czasu zauwazamy, ze krople przemieszczaja si¢ na
prawo od osi y co jest wywotane ruchem obrotowym powietrza. Ponadto obszar zajmowany
przez kropelki zawgza si¢ 1 po czasie t=10 [1/a] jest juz bardzo waski. Rysunek 8.3.6 pokazuje
koncowe potozenie kropel, ktore jak wida¢ zaczynaja si¢ od $rodka wiru (krople najmniejsze)
1 dalej uktadaja si¢ radialnie. W odlegtosci r=1.5 obszar objety przez krople wygina si¢ i
krople najcigzsze ukladaja si¢ coraz blizej osi y. Wygigcie tego obszaru wynika z faktu, ze
maksimum predkosci wiru jest osiagane dla » = 1.5 1 w tym regionie potozenie rdwnowagi
kropel jest najbardziej oddalone od pionowej osi y. Z przedstawionych wykresow wynika, ze
krople juz po czasie t=10 [1/a] sa dobrze posortowane i skupione w stosunkowo waskim
obszarze. Nie nalezy zapomina¢, ze krople poruszaja si¢ rowniez w plaszczyznie prostopadtej
do rysunku (wzdhuz osi wir) i obserwowany wzrost gestosci powierzchniowej nie musi
swiadczy¢ o wzroscie gestosci w trzech wymiarach.

150

180

210

Rysunek 8.3.6 Koncowe potozenie kropel (t=10 [1/a] o rozktadzie widmowym pokazanym na rys. 8.3.3



9. Podsumowanie.

W ramach niniejszej pracy przedstawiono szczegoétowa analize ruchu pojedyncze;j
kropli oraz pola koncentracji kropel w poblizu wiru powietrza. Przebadano rézne przypadki
wirdw zaczynajac od najprostszego modelu wiru Rankine’a a skonczywszy na wirze Burgersa
bgdacym uogodlnieniem tego pierwszego. Rozwazano przypadki rdznie zorientowanych
przestrzenie wirow z uwzglednieniem rozciagania wiru oraz efektow sedymentacji. Istnienie
mechanizmow rozciagajacych prowadzacych do powstania nici wirowych jest potwierdzone
w symulacjach numerycznych oraz w laboratoryjnych wizualizacjach ruchéw turbulentnych.

Na podstawie przedstawionych wynikéw zauwazamy, ze generalnie pojawienie si¢
ruchow wirowych w chmurach silnie modyfikuje rozktad przestrzenny kropel. Obszary o
duzej wirowosci (blisko centrum wiréw) charakteryzuja si¢ niska koncentracja kropel, ktore
sa z tych obszaré6w wyrzucane. Przeciwnie, w obszarach o niskiej wirowosci, krople
poddawane sa niewielkim przyspieszeniom i skupiaja si¢ tworzac charakterystyczne
pierscienie. Pojawienie si¢ rozciagania wiru znacznie modyfikuje dynamike ruchu kropli.
Naplyw powietrza w plaszczyznie prostopadtej do osi wiru powoduje, ze krople przestaja
ciagle oddalac¢ si¢ od centrum wiru. Mozliwe w tym przypadku sa ruchy kropli po
zamknigtych orbitach stacjonarnych lub tez ruch kropli w kierunku osi wiru. Istnienie
stacjonarnych orbit powoduje, ze krople podlegaja sortowaniu. Najwigksze krople znajda si¢
na najbardziej zewngtrznych orbitach, za$ najmniejsze najblizej osi wiru. Sytuacja taka
sprawia, ze gestos¢ powierzchniowa kropli szybko rosnie. Po czasie t=0.01s. odpowiadajacym
kilku ,,turnover time”, przekracza ona 100-200 razy warto$¢ poczatkowa. W przypadku wiru,
w ktorym brak jest rozciagania wzrost gestosci jest duzo wolniejszy. W tym samym czasie
gestos¢ moze wzrosnad kilka razy w zaleznos$ci od cyrkulacji wiru. Jednak w tym przypadku
jest to nie tylko wzrost gestosci na jednostke powierzchni ale 1 w przestrzeni trojwymiarowe;.

Nachylenie wiru w stosunku do kierunku pionowego sprawia, ze w ptaszczyznie
prostopadiej do wiru na ruch kropli wptywa rowniez sita grawitacji. Powoduje to znaczne
modyfikacje w ruchu kropel, ktore w tym przypadku moga mie¢ potozenie rownowagi.
Ponadto istnieja jeszcze inne scenariusze ruchu, krople moga porusza¢ w cyklu granicznym
wokot wiru przy czym krzywa graniczna ma w og6lnosci skomplikowane ksztatty.
Dodatkowo dla wiru Burgersa mozliwe jest zapadanie si¢ najmniejszych kropel do §rodka
wiru. To bogactwo mozliwych ruchow kropel sprawia, ze krople w tym razem ulegaja one
jeszcze wyrazniejszemu sortowaniu. Z istnienie potozenia rownowagi w ptaszczyznie
prostopadtej do wiru wynika, ze krople ktore poczatkowo znajdowaty si¢ w obszarze
trojwymiarowym zostaja skupione na prostej rownolegtej do osi wiru tworzac co§ w rodzaju
wydluzonych nici. Mozna przypuszczac, ze efekt ten thumaczy struktury obserwowane w
chmurach, ktore z bliska sktadaja si¢ z podobnych rozciagnigtych widkien.

Prawdopodobnie sa to skupiska kropel powstajace w otoczeniu rozciaganych wirdw.

Istotng cecha powstawania struktur klastrowych jest ich krotki czas tworzenia sig. Dla
kropel o promieniu 10 um nie przekracza on kilku milisekund. Wystarczaja zatem mili-
sekundowe skale czasowe aby nastapita wyrazna modyfikacja pola kropelek w chmurach
wigc istotng role odgrywaja nawet wiry o bardzo krotkim czasie zycia.

W przedstawionej pracy nie zostal wykonane obliczenia ggstosci kropel w przestrzeni
trojwymiarowej ograniczono si¢ jedynie do gestosci powierzchniowej. ROwnania ruchu
wzdhluz osi wiru prowadzi do rozwiazan wyktadniczych w czasie. Krople sa zatem
przyspieszane w tym kierunku co prowadzi prawdopodobnie do zmniejszania si¢ koncentracji
kropel. Jednak w poczatkowych chwilach czasu ze wzglgdu na silny wzrost ggstosci
powierzchniowej kropel moze wystapi¢ wzrost ggstosci trojwymiarowej w obszarze wiru.
Problem ten wymaga wykonania jeszcze dodatkowej analizy i obliczen numerycznych.
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