Przyblizenie hydrostatyczne.

Analize skali mozna tez przeprowadzi¢ dla pionowej sktadowej rownania ruchu:

F/H - aproksymacja pionowego gradientu cisnienia.
F, - ciSnienie na powierzchni ziemi,
H - gtebokosc troposfery.
A B C D E F
dw u> +v° 1 op
Z-O0wa E *2QMCOS¢ *( P ) _755 —& t Ez
sktadowa
uw U- £ -2
skale / U _ s g vWH
wielkosci 107 107 107 10 10 107"

Zdefiniujmy pO(Z) i 2, typowe (normalne) rozktady cisnienia i gestosci z wysokoscia,
ktore spetniajg warunek rownowagi hydrostatycznej:
1 dp,
P, dz

1

=-g.



Catkowite pola cisnienia i gestosci mozemy zapisac jako:

plxy.zi] = polz)+ plxy, 2]

plx.y.z.0) = pz] + p'lxy.z.t),
gdzie p'i P' sg odchyleniami od typowych wartosci cisnienia i gestosci.
Zaktadajac p'/p, <<1 tak, ze (p,+p")" Op,'(1- p'/p,) znajdujemy:

1 dp 1 0 , I Hp' dp, ap'E_ 1 H , 0p'H
B S “ptp|l gz — e 0 R + 27
p 0z i ot p,az(po p) i Py Hpo dz 0z Py Dp ° 0z ]

Dla synoptycznej skali ruchow skale wyrazen w powyzszym rownaniu sg nastepujgce:

L dop' oP -1 P'g -1
— ~10" m s ~10" ms=2.
100 aZ poH ’ IO()
Porownujac to z tabelg mozemy zapisac:
a !
l + p'g — O .
0z

Zauwazmy, ze pionowe przyspieszenia nie wystepujg takze dla odchylen pierwszego
rzedu!



Roéwnanie ciggtosci.

Zajmiemy sie teraz drugg z trzech fundamentalnych zasad zachowania, zasadg
zachowania masy. Matematyczny zwigzek wyrazajacy te zasade dla ptynu jest nazwany

rownaniem cigglosci. Rozpatrzmy element objeto$ci o Ov &, ustalony we
wspotrzednych kartezjanskich:

(x,y,2)
. — 9 ()&%
5 :>’Du+dx('DU)2
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Rozwazmy przeptyw masy w kierunku X . Przez lewg strone wptywa:
[ d

- —rovoe
Epu ax(pu)ZE@} ’

podczas gdy przez prawg wyptywa:
0 0 Ox [
+ | pu]— rOyo:
P ax(Pu) ) Héy z .
Wypadkowo wiec w kierunku x przeptywa:
%uic(pu) O Eﬁyéz %Ou + i &Efyéz = —i | ou) w0y |
Podobne wyrazenia dostanlemy dla V | =z skladowej. Stad caty przeptyw wynosi:
d

)+ o)+ ) (v e

czyli — OWpU) .

To z kolei musi by¢ réwne przyrostowi masy na jednostke objetosci, czyli lokalnej zmianie

gestosci dp/0t . Dlatego:
a£ + é[@a(} H: 0
ot L]



Alternatywng forme réwnania ciggtosci mozna otrzymac stosujgc tozsamosc:

D%%UH;MHHUmp

| zwigzek: + U,
i zZwigz o at
W wyniku dostajemy:
Lap  pgr=g
o dt
Dla réwnania ciggtosci mozna przeprowadzi¢ analize skali.

Napiszmy:

- -

i +UD]]pE Wd’00+D[U:O
P, 001 py d

A B C.
Tutaj p oznacza lokalne odchylenie gestosci od jej normalnej wartosci pO(Z).
Dla synoptycznej skali ruchéw p'/p, ~107.
Wobec tego rzad wielkosci sktadnika A mozna oszacowac¢ w nastepujacy sposob:
1P om p'E~ PU 07 g,
Py L



Zauwazmy, ze skala gtebokosci H jest tez skalg zmian gestosci w pionie,
dInp,/dz ~ H', stad rzad wielkosci wyrazu B to:

Rozwijajgc wyraz C we wspotrzednych kartezjanskich dostajemy:

m}zaquaeraw

Ox Oy 0z

W skali synoptycznej wyrazenia 0u/0x i 0v/dy niemal sie rownowazg, ich suma jest co
najmniej o rzad wielkosci mniejsza od kazdego z nich:

“yH oY ige g
Ox Oy L

takg samg wartos¢ przyjmuje dywergencja predkosci pionowej:
ow W

S =100 =
0z
Stad widac, ze wyrazy B i C sg o rzad wielkosci wieksze niz wyraz A i dlatego:
du Oov 0w d
A TR
ox dy 0z dz

lub formie wektorowej: ﬁE@OO U §= 0.
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Roéwnanie energii termodynamiczne;.

Przejdziemy do trzeciej fundamentalnej zasady zachowania, zachowania energii.
Pierwsza zasada termodynamiki mowi, ze zmiana energii wewnetrznej uktadu jest rowna
roznicy pomiedzy cieptem dodanym do uktadu i pracy wykonanej przez uktad. W
przypadku atmosfery uktadem termodynamicznym moze by¢ lagranzowski element
objetosci, tzw. czastka powietrza.

Zapiszmy catkowitg energie termodynamiczng od elementu objetosci jako sume energii
wewnetrznej i energii kinetycznej nalezacej do makroskopowych ruchow ptynu. Szybkosc¢
zmian tej catkowitej energii termodynamicznej jest rowna sumie szybkosci diabatycznego
nagrzewania i szybkosci pracy wykonanej nad elementem ptynu przez sity zewnetrzne.

Jesli przez € oznaczymy energie wewnetrzng na jednostke masy, wtedy catkowita
energia termodynamiczna czgstki powietrza o gestosci P i objetosci A wynosi

[] Al
o+ (1/2)UEUB§V _
Sity zewnetrzne dziatajgce na ptyn mogq by¢ podzielone na sity powierzchniowe (gradient
ciSnienia i tarcie) i sity masowe (,gravity” i sita Coriolisa).

Tempo z ktorym Xx -owa sktadowg sity gradientu ciSnienia wykonuje nad ptynem jest
zilustrowana na rysunku ponizej.



- N
(]

QZ: (- pu )8

(puly, ==

1———— -— am e e =
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%

Sx
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Tempo, z ktorym sita wykonuje prace jest dana przez iloczyn skalarny sity i wektora
predkosci. Wobec tego tempo, z ktérym otoczenie wykonuje prace nad elementem ptynu
przez sity cisnienia dziatajgcego na dwie granice powierzchni w ptaszczyznie )V Z
WYNOSi:

| pu) Oy pu) sz .



Rozwijajgc to w szereg Taylora mozemy napisac:

[0

[ pu)y = pul , + %jx(pu)%5x+ ng

Stad: @pu —( pu) B5y52 = Eb%( pu)%W, gdzie OV = xdydz.

Podobnie jestdla V i z skladowej ruchu.

- %(p\/)%?/ i @%(pW)EfW.

Stad dla wszystkich sktadowych cisnienia mozemy napisac: ﬁE@p{] QW.

Obliczmy jeszcze tempo w jakim prace nad naszg czastkg wykonujg sity masowe. Sita
Coriolisa jako prostopadta do predkosci nie wykonuje pracy, lepkosc jest zaniedbywalnie
mata w przyblizeniu w ktérym pracujemy. Pozostaje tylko dziatanie gravity wyrazajgce sie
zaleznoscia p o1/ oV -
Stosujgc zasade zachowania energii do czastki powietrza (zaniedbujac, jak wspomniano,
lepkosc) otrzymujemy'

tHOD+ U[UHW D[@pUHW+pg[f](5V+pJ5V.



J jest tutaj szybkoscig doptywu (odptywu) ciepta na jednostke masy.

Ciepto moze doptywac wskutek pochtaniania promieniowania, przewodnictwa z otoczenia
czy zachodzgcych w czgstce przemian fazowych (ciepto utajone).

Z pomocg wzoru na pochodng funkcji ztozonej powyzsze rownanie mozemy przepisac
jako:

- —

o5 LB Lo B s Lo PPV - Gt oor pOr - pawd + piov
dt] 2 oo 2 0 dt

gdzie ¢ = o -
Drugi wyraz po Iewej stronie réwnania znika (zachowanie masy), wiec:
+,0 Bﬁ fUDDppr[UfpgwhOJ.
dt dt 12

Jesli rownanie ruchu pomnozymy skalarnie przez ¢, to zaniedbujac tarcie otrzymamy:

B owhe o
UUC= Up pew.
p UL P pgw

Z powyzszych dwdch rownan dostajemy:
d - -
p’ = pOW+pl,
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Wyrazy usuniete przez to odejmowanie przedstawiajg bilans energii mechanicznej ruchu
elementu ptynu, a wyrazy pozostate przedstawiajg bilans energii cieplne;.
Uzywajac definicji geopotencjatu mamy:

_ dz _do
ST T ar
d B& i oo
' ' isac: —-UW+oe=-UMp.
wiec mozemy napisac P i I 5 P

ZaleznosC ta jest znana pod nazwg réwnania energii mechanicznej. Rownanie to
pokazuje, ze tempo zmian energii mechanicznej na jednostke objetosci zalezy od pracy
sity gradientu cisnienia.

Réwnanie energii cieplnej moze by¢ napisane w bardziej znajomej formie:

lﬁ[ﬂ}: 12 d,o:da
Jo, o dt dt

i dla suchego powietrza energia wewnetrzna na jednostke masy jest dana przez e = ¢, T

gdzie ¢, (=717 J kg'K™) jest cieptem wtasciwym przy statej objetosci.
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W ten sposob otrzymamy:
dT da
¢, ~tp ~=J,
dt dt
co jest zwykig formg réwnania energii termodynamicznej.
W przypadku adiabatycznym .J =0 i rGwnania ruchu, ciggtosci i energii termodynamicznej

uzupetnione rownaniem stanu gazu doskonatego stanowig zamkniety uktad réwnan (tzw.
rownania pierwotne, ang. “primitive equations”).
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Przeptywy zrbwnowazone (ang. “Balanced flows”).

Przeptywy atmosferyczne i oceaniczne zalezg od nastepujgcych sit: sity ciezkosci
(gravity), sity gradientu cisnienia, sity Coriolisa, sity tarcia oraz, w przypadku ruchu po
krzywej od sity odsrodkowej.

Przeptywy zrownowazone to takie, dla ktérych sity dziatajgce na czastke powietrza sie
rownowazg. W takim wypadku nie ma przyspieszen i mamy do czynienia z przeptywami
stacjonarnymi. Ze wzgledu na bardzo dobre zrownowazenie sity ciezkosci przez pionowg
sktadowg gradientu cisnienia (rownowaga hydrostatyczna) bedziemy rozwazac tylko
zrownowazone przeptywy w poziomie (wiatr).

Przeptywy zrobwnowazone badac bedziemy w tzw.
naturalnym uktadzie wspoétrzednych.

Wspotrzedna s (styczna, wersor 7 )jest w tym
uktadzie skierowana wzdtuz wektora predkosci, a
wspotrzedna normalna n (wersor 7 skierowana w
lewo pod katem prostym do wspotrzednej s.

ds
V=Vit,V=—,lt=1
il
o -
0 qj:?s:b t|, R>0 dlalewoskretnego, R<0 dla prawoskretnego
*t”ﬁ QZE
“ds R’



Roéwnanie ruchu na pozioma sktadowg predkosci:

d—V+f%X VZ—le
dt p

w tych sktadowych przybiera postac:

dVv 10
sktadowa s: er___27 ;
dt p Os
V? 16
sktadowa n: —+fV:———p .
R p on

Dla ruchéw wzdtuz izobar pierwsze rownanie daje V'=const.
Zajmijmy sie teraz przypadkami szczegolnymi.

1. Ruch geostroficzny: R—o:
0

__1
V= pon '
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p+ 0

W miare wzrostu gradientu cisnienia rosnie predkosc przeptywu.

2. Ruch inercjalny - ——=0 :

L+ =0
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3. Przeptyw cyklostroficzny — sita Coriolisa zaniedbywalnie mata w stosunku do gradientu

ciSnienia i sity odsrodkowej (np. tornado, mieszanie herbaty):
V:_ 19 Rop,"”
f=———p, v=(—=2£)
pon p oOn

4. Przeptyw gradientowy.

b ﬂz_,_(szz_Eap)m |

2 4 p On

UWAGA: w zaleznosci od kierunku zakrzywienia ruchu R jest dodatnie lub ujemne.
PredkosC V musi byC zawsze rzeczywista i dodatnia! Nie wszystkie rozwigzania sg
dopuszczalne!
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Znak R (Znak dp/0n| + |Rodzaj cyrkulacji[Ograniczenia Orientacja sil
+ + +/— | Niedopuszczalny N/A
fizycznie
- + + Anomalny niz brak Sily gradientu cisnienia 1 Coriolisa skierowane
przeciwnie do silty odsroskowe;.
— | Niedopuszczalny N/A
fizycznie
+ - + Niz brak Sita gradientu cisnienia 1 skierowana przeciwnie do
sity Coriolisa 1 sity odsrodkowe;.
— | Niedopuszczalny N/A
fizycznie
— - + Anomalny wyz op|_JS p 2] Sita Coriolisa skierowana przeciwnie do sity gradientu
on|~ 4 cisnienia i sity odsrodkowe;.
- Wyz aop|_JS ’p 7] Sita Coriolisa skierowana przeciwnie do sity gradientu
on|” 4 cisnienia 1 sity odsrodkowe;.
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6 Wiatr geostroficzny 1 wiatr gradientowy

Rownanie wiatru geostroficznego we wspélrzednych naturalnych: f - parametr
Corriolisa
Voo L op
 pfon
Réwnanie wiatru gradientowego:

V2 1dp
— V= ——==
r o on

Poréwnujac ze sobg powyzsze rownania dostaniemy:

V?
V—-fV,=0
T f IV
Predkosé wiatru geostroficznego w stosunku do wiatru gradientowego :
V fR

e dla normalnego przeplywu cyklonicznego: fR>01 Vg >V

e dla przeplywu antycyklonicznego: fR<01V, <V

18



7 Liczba Rossby’ego

LiczBA ROSSBY'EGO to stosunek przyspieszenia spowodowanego sita odsrod-
kowa do przyspieszenia Corriolisa:

2
Ry=lml _V

V][R

8 Wiatr termiczny

WIATR TERMICZNY jest zdefiniowany jako zmiana pionowa wiatru geostroficznego
wraz z wysokoscia. WIATR TERMICZNY jest prostopadly do poziomej sktadowe]
gradientu temperatury, obszar chilodniejszy pozostaje po lewe] stronie wektora
wiatru termicznego.

Réwnanie WIATRU TERMICZNEGO: R - stala
R ™ . . R . .. gazowa

v = ——/ (k x VT)d(Inp) = ——(k x VT)I-HE T - é$rednia

f o f Po temperatura

warstwy

19



8.1 Wyprowadzenie

Za punkt wyjscia przyjmijmy réwnania wiatru geostroficznego (ii,, 7, ):

1[0
’Lg—? EF

Na obie strony tych rownan podzialajmy operatorem péip:

Qvg _ 0 _ PO (@) _P (i) o __pd ERT,
fop - f p

P ~ dlnp 6z) Bp [z
Zatem
du, R(E:‘T)
ap [ oz’?
ou, R OT

20
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W postaci wektorowej:

WIATR TERMICZNY:

V1 = Vy(p1) — Vy(p2) = —

21



Wektor wiatru termicznego jest skierowany rownolegle do izoterm i1 obszar
cieplego powietrza ma zawsze po prawej stronie.

Zimno

T -oT

TO-FST

cieplo

Wiatr termiczny moze by¢ uzyty do prognozy poziomej adwekeji temper-
atury 1 jej zmiany z wysokoscia na podstawie jednego sondazu. Na przyklad na
rysunku powyzej widaé, ze skoro wiatr geostroficzny (v, nizej od vyo) skreca w
lewo (przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara) wraz ze wzrostem wysokosei, to
wiatr bedzie przynosil powietrze z obszaru chlodnego.
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Zimno

TD—FST

cieplo

Tu sytuacja jest odwrotna, wiatr skreca zegarowo z wysokodcia, wiec bedzie
adwekcja powietrza cieplego .

Podobnie, w druga strone, na podstawie zmiany Srednie] temperatury z
wysokoscia mozna wnioskowac o zmianie wiatru geostroficznego z wysokoscia.

Skladowe: T - Srednia
R 8T 1 8 temperatura
ur = —?{:a—]p 111 @ = —?a—(‘I"l - (I'{J:I pomiadzy
Y P1 Y warstwami
_ i
oy BOT p 10 o o e
T = 7 P o T 7o 1 0
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