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Dyfrakcja

cr e . . 2 _ Rozwigzanie rownania falowego
Punktem wyijscia jest rownanie Helmholtza: [A+ k“]U(x) =0 w postaci fal monochromatycznych

w 21V

gdzie k = ? = 1 jest wektorem falowym.

Wiasciwosci danego pola U zaleza wytacznie od potozenia i czasu: U (x, t) = Re{U(x)e @t}

Obliczenie wtasnosci zespolonego pola U(x) w dowolnym punkcie przestrzeni x mozliwe jest
przy wykorzystaniu funkcji Greena:

1
o) = - # VUG G(x) — Ux) VG(0dS
S

Jest to podstawowe réwnanie skalarnej teorii dyfrakcji (rGwnanie Helmholtza-Kirchhoffa).

Pozwala ono na sprowadzenie problemu dyfrakcji do rozwazania pdl rozchodzgcych sie bez przeszkdd oraz
pol pochodzgcych od przeszkod, ktdre stajg sie zrodtem fal sferycznych.

Catkowanie odbywa sie po powierzchni zamknietej S, ktora otacza dany punkt.



Mamy dwie funkcje ciggte i dwukrotnie rézniczkowalne U i G:
V.(Uve)=U0V-VG + (VU) - (VG)
- V-(@GVU) =GV -VU+ (VG) - (VU)

V-(UVG— GVU) = UV3G — GV?U

Liczymy teraz catke po objetosci, w ktorej okreslone s3 te funkcje:

ou, odu, au,
divU=V-U=s|-—"+—-2+

ax ' ay | oz

pay = |22V, 92U 97U
d0x? 6y2 0z?
ou du odu
radu=Vu=|—,—,—
g 9x’ 3y’ 0z

Twierdzenie Gaussa:

J.V-UdV=§ Uds
v s .

)
catkowity wyptyw catkowity wyptyw
strumienia z strumienia przez
objetosci V powierzchnie S

»Przeptyw” w objetosci V Jjj V. (UVG — GVU)dV — jj (UVZG —
v 1%

Lewq strone z teorii Gaussa mozna zastgpi¢ catkg po powierzchni:
# UG - GVU) dS = ﬂ (UV2G - GV2U)QV
S %4

Jesli gradient policzy sie wzdtuz normalnych dostaje sie;'

Strumien przeptywajacy przez J] —_ G — 1 dS|= fjJ (UVZG
objetos¢ otoczong powierzchnig S 6n

GVAU)dV

GViU)dv




Dyfrakcja

Rozwazmy dyfrakcje na otworze o wielkosci w, fali rozchodzacej sie z punktu x;.

i Krzywg zamknietg S, po ktorej catkujemy dzielimy na 3 czesci:
. B A - Obszar otworu
: e
[_. ! dU(x dUc(x
e | | .\ UG = Uy(x) () _ 9Us(x)
| , 3 on on
B — Powierzchnia ekranu
e T ! dU(x

" ; U) =0 @) _
| A on
B :
m -l e C — ograniczenie w wolnej przestrzeni
E Kirchhoff| Fresnel Fraunhofer
2> M2| > w 2> w?/A oU(x)
: 11m x| —ikU(x) | =0
| o llx[|— on

Warunek Sommerfelda

- ff [auelkoro d ekoTo - R
o) = 4m on 1y an o etkoro (U et (OU . )
. | ——ikU]=0
ol ) > Y (-
9 eikoR _ 1\ etkoR  otkoR
4 an R =('k_ﬁ) R “HR




Dyfrakcja

Czyli wptyw ekranu i wolnej przestrzeni rowny jest 0.
Zostaje tylko OTWOR W EKRANIE.

0 0
Uixe) = _ﬁﬂl U(x) GO0 — Ue) G(x)] s
A

on on

Aby rozwigzac¢ to zagadnienie musimy poczynic kilka zatozen.

Fala wejsciowa ma postac fali sferycznej:
eikors
rs = |lxs — x|

Us(xs) = Ag .
S

Odlegtos¢ punktu skad startuje fala wejsciowa x i punktu obserwacji x, jest duzo wieksza niz dtugosc¢ fali:

1K 10,7

Funkcja G réwniez ma postac fali sferycznej:

eiko?‘o

G(x) = ro = llxo — x|

To



Dyfrakcja

Dostajemy:
oUs(x) etkoTs
5 = jkgAgcos(n, xg — x) m
N — normalna do ptaszczyzny otworu
0G(x) etkoTo
™ = jkycos(n, xy — x) -

i po podstawieniu do rownania Helmholtza-Kirchhoffa:

ds

iAg ([ etko(rs*70) [cos(n, x, — x) — cos(n, xg — x)
U(xg) = fj

A s 2

ROwnanie to jest symetryczne, to znaczy, mozemy zamienic punkty x, i X, .
Jest to twierdzenie o wzajemnosci Helmholtza.



Dyfrakcja — Kirchhoffa

Wypisujac jawnie wspodtrzedne punktéw (x,y) otrzymujemy:

______

'eiksrs

Uxe, vo) = f j h(xo, Yo, %, ¥)Us(x, y)dx dy = j j hCxo, Yo, ,5)
X,y - N

gdzie:

i [cos(n,xy — x) — cos(n, xg — x)] etFoTo
h(xo,yo,xy)—— 2

czyli dyfrakcja zalezna jest od funkcji h(x,y, X, y), w ktorej zawarte sq informacje o wzajemnym pofozeniu
punktu obserwacji i punktu skqd pochodzi fala padajgca oraz od ksztattu otworu, o ktorym informacja
zawarta jest w obszarze catkowania.

Wzor ten jest prawdziwy dla odlegtosci z>A/2

Jest trudny do praktycznego stosowania, dlatego wprowadza sie kolejne przyblizenia.

____________________________________________________________________________________________

Z doktadnoscig do: czynnika 1/A, czynnika kierunkowego [(cos-cos)/2], fazy m/2

_____________________________________________________________________________________________

. Wniosek Huygensa — dyfrakcja to ztozenie fal kulistych rozchodzacych sie z ptaszczyzny otworu /



Dyfrakcja — Hyugensa-Fresnela

Przyjmujac:
cos(n,xy — x) — cos(n, xg — x) Prawdziwe jeéli zrédto i punkt obserwacji daleko
2 =1 w poréwnaniu z wielko$cig otworu
Uzyskujemy:
i iks’l"s .
U(xo 3’0) — _ jj U(x y) dx dy Dyfrakcja Hyugensa-Fresnela
A S czyli ztozenie fal kulistych z obrebu otworu

X,y




Dyfrakcja Fresnela

eikoro eikoro

Dla duzej odlegtosci ekranu od otworu: ~
7o Zo
i eikoro
Dodatkowo rozwinmy w szereg Taylora wyrazenia k,r, z rownania: h(xo» Yo, X, y) — Z
To
2 2
1/x—xg 1/y—yo\ —
kOTO=k0\/zg+(x—x0)2+(y—y0)2 =|koZo <1+_< ) +_< o
2 Zy 2 Zy

Biorac tylko cztony kwadratowe otrzymujemy:

e ikoZo

[h(xo, Vo, X, y) =i e

Ko
e‘z_zo((x_xO)ZJ’(y_yO)z) J Dyfrakcja Fresnela

Przyblizenie prawdziwe dla: (220)3 > kol(x — Xo)z + - y0)2]12nax

Lub réwnowaznie: Zo > W gdzie w jest wielkoscig otworu.



Dyfrakcja Fraunhofera

Pomijajac dalej kolejne wyrazenia:

Kor = ko 78 + (= x)? + (v = y0)? =

1(x—x\" 1 y—=y 2
— —_ _ 0 —_ — 0 _... —
_k020<1+2< Zo ) +2< Zo ) + )

xXg + Y5 xXo +yyO+x2+y2¢m>

= 0Z0(1+

2z} zé 2z}
uzyskujemy:
eikOZO h 2 2 ﬁ .
[ h(x0,¥0,%,y) =1 —— elzzo(xo+y°)elzo(xx°+yy°) Dyfrakcja Fraunhofera
/].Z()
Przyblizenie prawdziwe dla: 229 » k(x* + ¥y*) max
w2
Lub rownowaznie: Zg »> —— gdzie w jest wielko$cig otworu.

A
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Dyfrakcja

Fresnel: Fraunchhofer: -
N\ na bardzp
/\,oddalony ekran-
z bardzo ; .
oddalonego 2
trodla >
B

Sprowadzenie dyfrakcji Fresnela do dyfrakcji Fraunchofera:

2

11



Dyfrakcja - przyktady

es.123rf.com
en.wikipedia.org




Dyfrakcja - przyktady

Odbiciowa siatka dyfrakcyjna

Przyktadowa siatka — ptyta CD
Odlegtosé miedzy $ciezkami: d = 1,6 pm Rzedy ugiecia: K1
Liczba linii na mm: N = 625 ¢9k = arcsin (_)
Dtugosé fali (laser He-Ne): A =632,8 nm

Czyli: 6, = 23,2972
6, =52,2791
6, = nie ma

Rozdzielczos¢ siatki dyfrakcyjne;j:
Okresla mozliwos¢ rozdzielenia dwdch dtugosci fali réznigcych sie o AA
Maksimum od jednej wypada w pierwszym minimum od drugiej (kryterium Rayleigha)

A _Nd |sin6—sin g,
AL A AL =0,506 nm

gdzie: (2 rzad)
U, — kat padania wigzki na siatke
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Dyfrakcja

Matlab animacje:
* Wigzka monochromatycza (monograting)
« Swiatto biate (whitegrating)
* konfiguracja Litrowa — dla danej dtugosci fali wigzka w danym
rzedzie dyfrakcyjnym biegnie jak wigzka padajgca —

dziata dla tej dtugosci fali jak zwierciadto.

* Naktadanie sie kolejnych rzedow dyfrakcyjnych _

grating
normal

incident
light

m=0
300 2000 100
nm nm nm

600 400 200
nm nm nm
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Siatka dyfrakcyjna

Wydajnos¢ siatki dyfrakcyjnej:
Stosunek energii padajacej na siatke do energii ugietej w pierwszy rzad dyfrakcyjny

o I,
Ji I,
Dla siatki amplitudowej: Noax — 6, 25%

Dyspersja siatki dyfrakcyjnej:

D- df sino+sinf
dA Acosp

W konfiguracji Littrowa:

15



Siatka dyfrakcyjna

Rodzaje siatek dyfrakcyjnych:

binarne sinusoidalne
# # -/ /- # # # # VN 4
Siatki amplitudowe: g ¥ g Vi g y y ] pA i 7 i # i # i ra ] 4
Iz 1 | %i I/,:a/ | I% 7 7 7 %
Y Y Y Y v ¥ A4 A A H

Siatki fazowe:

Siatka typu blazed: $nie nacinana, karbowana)

16



Siatka dyfrakcyjna

Siatka karbowana (blazed):
Moze by¢ w wersji fazowej i w wersji amplitudowej.

W obu przypadkach opis jak w wersji fazowej — pochylenie
wprowadza zmiane fazy

Interference

{b)

—
MNaormal

Refracted light

A Vi cos (90—B—g)=y;sin(0+€)
d {a) ' '

1(0)= {sin (zdsin(@+¢)/ /1)}2 |: sin(zNasin@/ 1) T

zdsin(6+¢)l A Nsin(zasing/A)
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Siatka dyfrakcyjna
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c=-0,25

c=0,25

c=0,52

bt b




Siatka dyfrakcyjna
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Siatka dyfrakcyjna

Siatka dyfrakcyjna - zastosowania

20

* Spektroskopia

* Monochromator (1)
* Strojenie laseréw (2)
* Kompresja impulséw (3)
* Filtracja

* Polaryzator (4)

* Telekomunikacja

Compressed pulses

* Multiplekser — Demultiplekser (5)

* Dzielnik wigzki — dtugos¢ fali

» Uktady optyczne dla promieniowania X

gain medium

Nghof ober vavsleagils
blocked by aperture

Optical Multiplexer

Lans

Qutput Signal
(o +dz++ hn)

Diffraction Grating



Siatka dyfrakcyjna - zastosowania

Multiplekser — Demultiplekser

L
channels{ ;z Wyjécie

1!'<j Wejscie

ay
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Siatka dyfrakcyjna

Rozwazamy jak zmienia sie obraz siatki dyfrakcyjnej po filtracji:

Siatka dyfrakcyjna: tx) = S rect! 2™ rect| X
(%) Z@ -~ .
““Xﬂ
-<—-a >
- . - b -
: . H(5Z, £2)
Uktad do filtracji: 9 e T M v
Lo P,/%/ L s L Ly A A

™ L 2
peE SR U gy S
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Siatka dyfrakcyjna

Sygnat w ptaszczyznie fourierowskiej:

b v=
U™ (v) ~ F{t(x,)} = (—;— Sysing (@) sinc [b(vx_ﬂ):l
m=—x T T

gl AL A
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Siatka dyfrakcyjna

Filtracja dolnoprzepustowa:

Tqrm
Q) A tfh’x] O) {
Au, A\u,
b) b)
i i
N /\ N d
ALLLA i AVAVERVAVAY 2
v \V; '
c) A
C) A u i) < E - e
umisitlis ket n 2 b 3
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Siatka dyfrakcyjna

Filtracja srodkowoprzepustowa:
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Siatka dyfrakcyjna

Filtracja gérnoprzepustowa:

t(x) a) " k ¢(x,)
G) a E T=2a :
rc———» ,4——.-1
X -
T<2a ' X
b) bt () b) t(v,)
Cv) U(X3) C) Au(xal
% E)
] s b
d) b Ilx;)
d) ‘I(XQ)
> X TR, WICCARN o X3 i '
- b *
Jednorodne natezenie odwrdcenie kontrastu
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