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Transformacja Fouriera 2D

2

Pary transformat:
𝑓 𝑥, 𝑦 ֞ 𝐹(ν𝑥, ν𝑦)

𝑠𝑔𝑛 𝑥, 𝑦 = 𝑠𝑔𝑛 𝑥 𝑠𝑔𝑛 𝑦
1

𝑖𝜋ν𝑥

1

𝑖𝜋ν𝑦
֞

rect 𝑥, 𝑦 = rect 𝑥 rect 𝑦 ֞ sinc ν𝑥 sinc ν𝑦 = sinc ν𝑥, ν𝑦

Λ 𝑥, 𝑦 = Λ 𝑥 Λ 𝑦 ֞ 𝑠𝑖𝑛𝑐2 ν𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑐2 ν𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑐2 ν𝑥, ν𝑦

𝛿 𝑥, 𝑦 ֞ 1

comb 𝑥, 𝑦 = comb 𝑥 comb 𝑦 ֞ comb ν𝑥 comb ν𝑦 = comb ν𝑥, ν𝑦

exp[𝑖𝜋(𝑥 + 𝑦)] ֞

֞

֞

𝛿 ν𝑥 −
1

2
, ν𝑦 −

1

2

exp[−𝜋(𝑥2 + 𝑦2)] exp[−𝜋(ν𝑥
2 + ν𝑦

2)]

circ r = circ( 𝑥2 + 𝑦2)
𝐽1(2𝜋𝜌)

𝜌
=

𝐽1(2𝜋 ν𝑥
2 + ν𝑦

2)

ν𝑥
2 + ν𝑦

2
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3 Fourier.m

𝑠𝑔𝑛 𝑥 ֞
1

𝑖𝜋ν𝑥

ℱ{𝑠𝑔𝑛 𝑥 } = න

0

∞

exp −𝑖𝜋ν𝑥𝑥 𝑑ν𝑥 = ቤ
exp(−𝑖𝜋ν𝑥𝑥)

−𝑖𝜋ν𝑥 0

∞

=
1

𝑖𝜋ν𝑥



Transformacja Fouriera 2D

4 Fourier.m

𝑠𝑔𝑛 𝑥 ֞
1

𝑖𝜋ν𝑥

rect 𝑥 ֞sinc ν𝑥

ℱ{𝑠𝑔𝑛 𝑥 } = න

0

∞

exp −𝑖𝜋ν𝑥𝑥 𝑑ν𝑥 = ቤ
exp(−𝑖𝜋ν𝑥𝑥)

−𝑖𝜋ν𝑥 0

∞

=
1

𝑖𝜋ν𝑥

ℱ{𝑟𝑒𝑐𝑡 𝑥 } = න

− ൗ1 2

ൗ1 2

exp −𝑖𝜋ν𝑥𝑥 𝑑ν𝑥 = ቤ
exp(−𝑖𝜋ν𝑥𝑥)

−𝑖𝜋ν𝑥 ൗ−1
2

ൗ1 2

=

=
1

𝑖𝜋ν𝑥
exp

𝑖𝜋ν𝑥
2

− exp(
−𝑖𝜋ν𝑥
2

) =
2

𝜋ν𝑥
sin(

𝜋ν𝑥
2
)
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5 Fourier.m

ℱ{𝑐𝑜𝑠 𝜋𝜔𝑡 } = න

−∞

∞

cos(𝜋𝜔𝑡)exp −𝑖𝜋ν𝑡 𝑑𝑡 =

=
1

2
න

−∞

∞

[exp 𝑖𝜋𝜔𝑡 + exp(−𝑖𝜋𝜔𝑡)]exp −𝑖𝜋ν𝑡 𝑑𝑡 =

=
1

2
න

−∞

∞

exp −𝑖π ν − ω t 𝑑𝑡 +
1

2
න

−∞

∞

exp[−𝑖π ν + ω t]𝑑𝑡 =

= 𝜋𝛿 ν − ω + 𝜋𝛿 ν + ω
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6 Fourier.m

Przesunięcie - Faza:
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7

Fourier.m
Gui_2_3.m
Gui_3_4.m

Skalowanie szerokości:



Układy liniowe
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Transformata Fouriera - Twierdzenie o liniowości:

ℱ 𝑎𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝑏𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝐹 ν𝑥, ν𝑦 + 𝑏𝐺(ν𝑥, ν𝑦)



Układy liniowe
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Transformata Fouriera - Twierdzenie o liniowości:

ℱ 𝑎𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝑏𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝐹 ν𝑥, ν𝑦 + 𝑏𝐺(ν𝑥, ν𝑦)

Ogólnie – własność liniowości:

ℒ 𝑎1𝑓1 𝑥, 𝑦 + 𝑎2𝑓2 𝑥, 𝑦 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑓𝑛 𝑥, 𝑦 =

= 𝑎1ℒ 𝑓1 𝑥, 𝑦 + 𝑎2ℒ 𝑓2 𝑥, 𝑦 + ⋯+ 𝑎𝑛ℒ 𝑓𝑛 𝑥, 𝑦



Układy liniowe
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Transformata Fouriera - Twierdzenie o liniowości:

ℱ 𝑎𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝑏𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝐹 ν𝑥, ν𝑦 + 𝑏𝐺(ν𝑥, ν𝑦)

Ogólnie – własność liniowości:

ℒ 𝑎1𝑓1 𝑥, 𝑦 + 𝑎2𝑓2 𝑥, 𝑦 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑓𝑛 𝑥, 𝑦 =

= 𝑎1ℒ 𝑓1 𝑥, 𝑦 + 𝑎2ℒ 𝑓2 𝑥, 𝑦 + ⋯+ 𝑎𝑛ℒ 𝑓𝑛 𝑥, 𝑦

න
−∞

∞

𝑔 𝛿 𝑥 − 𝑥0 𝑑𝑥 = 𝑔(𝑥0)

Własność filtracji:

𝑓 𝑥1, 𝑦1 =ඵ
−∞

∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝛿 𝑥1 − 𝑥, 𝑦1 − 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

Wykład 1



Układy liniowe
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fizyka.edu.plpl.wikipedia.org
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fizyka.edu.plpl.wikipedia.org

𝑔 𝑥2, 𝑦2 = ℒ 𝑓 𝑥1, 𝑦1

𝑔 𝑥2, 𝑦2 = ℒ ඵ
−∞

∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝛿 𝑥1 − 𝑥, 𝑦1 − 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑔 𝑥2, 𝑦2 =ඵ
−∞

∞

𝑓 𝑥, 𝑦 ℒ 𝛿 𝑥1 − 𝑥, 𝑦1 − 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

ℎ 𝑥2, 𝑦2; 𝑥, 𝑦

punktowe źródło światła



Układy liniowe
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fizyka.edu.plpl.wikipedia.org

𝑔 𝑥2, 𝑦2 = ℒ 𝑓 𝑥1, 𝑦1

𝑔 𝑥2, 𝑦2 = ℒ ඵ
−∞

∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝛿 𝑥1 − 𝑥, 𝑦1 − 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑔 𝑥2, 𝑦2 =ඵ
−∞

∞

𝑓 𝑥, 𝑦 ℒ 𝛿 𝑥1 − 𝑥, 𝑦1 − 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

ℎ 𝑥2, 𝑦2; 𝑥, 𝑦

𝑔 𝑥2, 𝑦2 =ඵ
−∞

∞

𝑓 𝑥, 𝑦 ℎ 𝑥2, 𝑦2; 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

ODPOWIEDŹ IMPULSOWA UKŁADU

punktowe źródło światła



Odpowiedź impulsowa
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𝑔 𝑥2, 𝑦2 =ඵ
−∞

∞

𝑓 𝑥, 𝑦 ℎ 𝑥2, 𝑦2; 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

ODPOWIEDŹ IMPULSOWA UKŁADU

• Obraz punktu
• Plamka rozmycia (point-spread function)

• Obraz wyjściowy jest superpozycją obrazów poszczególnych punktów przedmiotu

• Funkcja h całkowicie charakteryzuje transformacyjne właściwości układu liniowego



Funkcja przenoszenia
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Zakładam, że układ jest niezmienniczy przestrzennie – izoplanatyczny:
• Niezmienniczość ze względu na przesunięcie
• Stała skala



Funkcja przenoszenia

16

Zakładam, że układ jest niezmienniczy przestrzennie – izoplanatyczny:
• Niezmienniczość ze względu na przesunięcie
• Stała skala

ℎ 𝑥2, 𝑦2; 𝑥, 𝑦 = ℎ(𝑥2 − 𝑥, 𝑦2 − 𝑦)

𝑔 𝑥2, 𝑦2 =ඵ
−∞

∞

𝑓 𝑥, 𝑦 ℎ(𝑥2 − 𝑥, 𝑦2 − 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

Jest to splot sygnału wejściowego z odpowiedzią impulsową

𝑔 𝑥2, 𝑦2 = 𝑓 𝑥, 𝑦 ⊗ ℎ(𝑥2, 𝑦2)



Funkcja przenoszenia
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Zakładam, że układ jest niezmienniczy przestrzennie – izoplanatyczny:
• Niezmienniczość ze względu na przesunięcie
• Stała skala

ℎ 𝑥2, 𝑦2; 𝑥, 𝑦 = ℎ(𝑥2 − 𝑥, 𝑦2 − 𝑦)

𝑔 𝑥2, 𝑦2 =ඵ
−∞

∞

𝑓 𝑥, 𝑦 ℎ(𝑥2 − 𝑥, 𝑦2 − 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

Jest to splot sygnału wejściowego z odpowiedzią impulsową

𝑔 𝑥2, 𝑦2 = 𝑓 𝑥, 𝑦 ⊗ ℎ(𝑥2, 𝑦2)

Z twierdzenie o splocie w przestrzeni położeń:

ℱ 𝑓 𝑥, 𝑦 ⊗ ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝐹 ν𝑥, ν𝑦 𝐻 ν𝑥, ν𝑦 = 𝐺(ν𝑥 , ν𝑦)

FUNKCJA PRZENOSZENIA UKŁADU

𝐻 ν𝑥, ν𝑦 =ඵ
−∞

∞

ℎ 𝑥, 𝑦 exp[−𝑖2𝜋(𝑥ν𝑥 + 𝑦ν𝑦)] 𝑑𝑥𝑑𝑦

jest filtrem częstości przestrzennych𝐻 ν𝑥, ν𝑦



Fala płaska
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Z równań Maxwella:

𝑟𝑜𝑡 𝑬 = −
𝜕𝑩

𝜕𝑡
𝑟𝑜𝑡 𝑯 =

𝜕𝑫

𝜕𝑡

𝑑𝑖𝑣 𝑫 = 0 𝑑𝑖𝑣 𝑩 = 0

𝑫 = 𝜀𝑬 𝑩 = 𝜇𝑯

i równań materiałowych:

i korzystając z tożsamości:

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 − 𝑟𝑜𝑡 𝑟𝑜𝑡 = ∆

dostajemy równanie falowe:

∆𝑬 − 𝜀𝜇
𝜕2𝑬

𝜕𝑡2
= 0

W postaci ogólnej:

∆𝒖 −
1

𝜗2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 0 𝜗 =

1

𝜀𝜇
𝑐 =

1

𝜀0𝜇0
= 299792458

𝑚

𝑠



Fala płaska
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∆𝒖 −
1

𝜗2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 0

Zakładamy, że rozwiązaniem równania falowego: 

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑎 𝑥, 𝑦, 𝑧 cos[2𝜋ν𝑡 + 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧)]

jest fala monochromatyczna typu: 

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑎 𝑥, 𝑦, 𝑧 exp(−𝑖2𝜋ν𝑡)

Podstawiając falę monochromatyczną do równania falowego dostajemy: 

𝑘 =
2𝜋ν

𝜗
=
2𝜋

λ

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧 = A exp[𝑖(𝑘𝑟 + 𝜑)]

gdzie k jest wektorem falowym: 

ν𝑥 =
𝑠𝑖𝑛𝛼

λ
ν𝑦 =

𝑐𝑜𝑠𝛽

λ



Fala płaska
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Inne możliwe rozwiązania równania falowego: 

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑓(𝑘𝑥𝑥 + 𝑘𝑦𝑦 + 𝑘𝑧𝑧 − ν 𝑘 𝑡)

fala o określonym kierunku propagacji 

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧 exp[𝑖 𝜑 𝑟 − 𝜔𝑡 ]

fala o określonej częstości 

fala monochromatyczna o określonym kierunku propagacji 

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧 exp[𝑖 𝛽𝑧 − 𝜔𝑡 ]

faza częstość kołowaamplituda

𝜔 = 2𝜋ν

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑎 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑒𝑥𝑝 𝑖𝜑 𝑟 exp(−𝑖𝜔𝑡)

amplituda zespolona zależność od czasu



Rozkład pola na fale płaskie
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Dowolne pole może być przedstawione jako superpozycja (suma) fal monochromatycznych: 

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 =

−∞

∞

𝑢ν 𝑥, 𝑦, 𝑧 exp −𝑖2𝜋ν𝑡

𝐹 ν𝑥, ν𝑦 = ඵ

−∞

∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑒𝑥𝑝 −𝑖2𝜋(𝑥ν𝑥 + 𝑦ν𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

Transformata Fouriera: 

Dowolne pole optyczne rozkładam za pomocą transformaty Fouriera
na superpozycję fal monochromatycznych: 

𝑢 𝑥, 𝑦 = ඵ

−∞

∞

𝑈 ν𝑥, ν𝑥 𝑒𝑥𝑝 −𝑖2𝜋(𝑥ν𝑥 + 𝑦ν𝑦) 𝑑ν𝑥𝑑ν𝑦


